М1.

а) Покажем, что если мн-во бесконечно, то у него есть счетное п/мн-во. Пусть А – бесконечно, тогда в нем есть хотя бы один эл-т х1: А – {x1}, там найдется х2: А – {x1,x2}, там найдется х3 и т.д. На некот шаге получим S={x1, x2, x3, …}. Поскольку все эл-ты во мн-ве S занумерованы, то S~N, след-но S четно, но S содерж в А, тогда |S|≤|A|, т.е. счетная мощность не больше мощности любого ∞ мн-ва, т.е. самая маленькая.

б) R - ∞ мн-во мощн континуум (по опр). Q – счетное, 
[image: image1.wmf]I
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, т.е. объед счетн и пока неиз мн-ва явл мн-вом мощн континуум. Т.к. если из ∞ несчетн мн-ва вычесть счетн мн-во, его мощность не изменится, а I=R\Q, то |I| - континуум.

в) Дано: А – произв, В – его булеан. 

Д-ть: |B|>|A| Д-во. 

1) Рассм 
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 и состоящее из одноэл-тных п/мн-в. Возьмем произв а из А и поставим ему в соотв п/мн-во {a}: a→{a}, получим А~
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2) Пусть А~В, зн-т существ биекция f: A→M, т.е. кажд эл-ту из А сопост некот группа эл-тов из А. Возм 2 случая:

а) Эл-т а принадл своему образу: 
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, наз-м этот Эл-т «белым»;

б) 
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 - наз-м этот Эл-т «черным». все Эл-ты из А разобьем на черные и белые, причем др ситуации быть не может. имеются как белые, так и черные Эл-ты (черн – прообраз пустого мн-ва, бел – прообраз всего мн-ва А). Обозн Y – мн-во всех черн 
[image: image6.wmf]B
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. Y эл-т булеана, y прообраз Y (f – биекция, зн-т у Y есть прообраз), т.е. f(y)=Y. Y – эл-т булена, у – эл-т из А. Все эл-ты из А черные или белые. Определ какого цвета у.

1. Пусть у – бел, тогда 
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y

f

y

=

Î

)

(

, принадл черн, след-но получили противоречие, зн-т y – черн.

2. Пусть у – черн, тогда 
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, зн-т у – бел, т.е у – двуцветн, получ противоречие. Зн-т предполож А~В неверно, тогда |A|≠|B|.


М2.

а)
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б)
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в) Допустим, что посл-ть хn=sinn имеет предел. Пусть 
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 Т.о. 
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Но тогда 
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 А с другой стороны 
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. Т.е 0=1, след-но получили противоречие, зн-т рассм посл-ть предела не имеет.


М3.

а)
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б) Допустим, что посл-ть значений f(x)=cosx при х→∞ имеет предел А, тогда тот же предел должна иметь и любая п/посл-ть.
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 Получили противоречие, след-но посл-ть значений ф-ции предела не имеет при х→∞

в) 1) на (-∞; 1] ф-ция f(x)=x непрер, на (1;+∞) ф-ция f(x)=lnx непрер.

2) Исследуем поведение ф-ции в т х=1. Для этого найдем односторон пределы:
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В т х=1 имеется разрыв I рода, т.к. сущ оба одностор предела и они конечные, но не равные.

г) Функция равномерно непрерывна на мн-ве, если
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f(x)=x2 на R не равномерно непрерывна. Пусть 
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Т.о. не выполняется условие ОПР равномерн сх-ти, поэтому f(x)=x2 не явл равномерн непрер на R.


М4. 

а)сост-ть ур-е касат к гр-ку ф-ции 
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б) найдите производную ф-ции 
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в) док-те,  что ф-ция 
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имеет в т-ке О(0;0) частные производные, но не дифф-ма в этой т-ке.

1) Частн. произв. в (0,0) 
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 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]1
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Нельзя представить в виде: 
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От противного: пусть 
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 противоречие, зн-т  U(x;y) не дифф-ма.


М5. 

а) Пусть ф-ция f(x) удовл-ет трём условиям: 1) f(x) имеет непр-ю произв. на [a;b]; 2) f(x) им. 2-ую произв. в (a;b); 3) 
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 Док-те, что сущ-ет т-ка 
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   1)  
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 на [a;b]=>f(x) непр-на на [a;b]

f(x) непр. и дифф-ма в (a;b) 
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  2) 
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дифф-ма на (a;d). По теор. Лагранжа
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б) док-те, что 
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для любых 
[image: image64.wmf];

,

2

1

R

x

x

Î

 вытекает ли отсюда, что отображение 
[image: image65.wmf]x

x

f

cos

)

(

=

 

явл-ся сжатием.

1) если x1=x2
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2) 
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Рассм. 
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 Пусть для опр-ти x1<x2. Рассм. f(x)=cosx на [x1;x2],  f(x) непр-на на [x1,x2] и дифф-ма в (x1, x2), зн-т по т. Лагранжа 
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М6. 

а) найдите промежутки монотонности ф-ции 
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. Найдем критические точки: 
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f(x) возрастает на [-1,1], f(x) убывает на 
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б) Док-те спр-вость нер-ва 
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Рассм ф-ю 
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М7. 

а) f(x)=x+arctgx

[image: image94.wmf]5
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б) g(x)=|1-x|-|1+x|
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М8. 

а) Вертик асимптоты могут быть в т. 
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 - т. разрыва 2го рода, след-но прямые 
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Найдем накл асимптоты y=kx+b:
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Т.о. у=1 – наклонная (горизонтальная) асимптота.

б) Вертикальные асимптоты ищем среди прямых, содержащих точки разрыва (2го рода): т. х=-1: 
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)

(

)

-¥

=

-

=

+

=

-¥

=

-

=

+

=

-

-

®

-

-

®

+

-

®

+

-

®

0

1

1

lim

)

(

lim

0

1

1

lim

)

(

lim

2

0

1

0

1

2

0

1

0

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j

j


т. х=-1 – т. разрыва 2го рода, след-но прямая ч=-1 – вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты y=kx+b:
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y=0 – горизонтальная асимптота.
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а) 
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Точки х=0 и х=2 – т экстремумов.
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, след- но f(x) - убывает. Точка х=0 – т. минимума, т х=2 – т. максимума.
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Точки х=-1/2 и х=-2/3 – т экстремумов, а также т. x=-1, где производная не сущ-ет.
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а) 
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1) D(f(x))=R 2)Непериодическая, 

f(-x)=3(-x)5-5(-x)3=-3x5+5x3=-(3x5-5x3)=-f(x) – ф-ция нечетная.

3) f(x)=0,  3x5-5x3=0,  x3(3x2-5)=0,  x3=0 или 3х2-5=0, т.е. х=0 или 
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4) f’(x)=15x4-15x2,  f’(x)=0,  15x2(x2-1)=0,  x=0 или х=-1 или х=1.
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5) f”(x)=60x3-30x,  f”(x)=0,  30x(2x2-1)=0,  x=0 или 
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, т.е. график ф-ции выпуклый вверх, при 
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, т.е. график выпуклый вниз. Точки 
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6) Верт нет, т.к. нет точек разрыва 2-го рода. Наклонные асимптоты y=kx+b:
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1) D(g(x))=R  2) Непериодическая; ни четная, ни нечетная.

3) g(x)=0,  4x+2-5ln(1+x2)=0

При 
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При 
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Точка х=1/2 – т макс, х=2 – т мин.
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g”(x)=0,  x2-1=0,  x=1 или х=-1.
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6) Верт нет.

Наклонные асимптоты y=kx+b:
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Т.о. асимптот нет
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М11.

а) Пусть сущ такая ф-ция F(x), что F’(x)=sgn(x) для любого х из [-1:3]. Тогда она выглядит след образом: 
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1) Если бы сущ-ло число F(0), то F(x) – 0 на [-1;3], зн-т и в т. 0, тогда 
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Но |x| в т 0 производную не имеет. Получили противоречие, т.е. F’(x)≠sgn(x) для любого х из [-1:3].

2) Если F(0) не сущ.
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[-1:3].
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а) Найдите 
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 EMBED Equation.3  [image: image151.wmf].
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б) 
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М13.

а) Интегрируема ли ф-ция 
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 на отр-ке [-1;1]? Ответ обосновать.

Нет. По т.: если ф-ция f(x) инт-ма на [a;b], то она ограничена на нём, но 
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, т. е. эта ф-ция не ограничена на [-1;1],зн-т не интегрируема.

б) Пользуясь опред-ем, покажите, что пост-ая ф-ция f(x)=c инт-ма на любом отрезке [a;b].

f(x)=c непр. на 
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в) Разобьем [0;1] на n частичн отрезков: х0=0, х1, …, хn=1. В силу плотности на кажд отрезке [xk-1,xk], 1,…,n есть как рац так и иррац числа.

1) Сделаем выборку 
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2) Сделаем выборку 
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М14. Выч-те интегралы:
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М15.
а) Найдите длину параболы 
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б) Найдите площадь фигуры, огр-ной кривыми 
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в) Найдите объём тела, полученного вращением эллипса 
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М16. Исследуйте на сходимость след. ряды:
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М17.

а) Найдем обл определ ряда (Т.к. 
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Это есть D. Зафиксируем х0 из D. Рассм 
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1) Если х0=0, то ряд сх-ся. Итак, ряд сх-ся, если 
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2) Если |x0|>2 , то ряд расх-ся

3) Если |x0|=2, т.е. 
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а) при х=-2 
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Ответ: Е=(-2;2) при 
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б) Д-м, что ряд равномерно сх-ся в R, тогда f(x) будет опр и непр в R и будет суммой ряда (по теореме о сумме непр равномерно сх-ся ряда).
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М18. 

а) Восп-ся ф-лой Даламб для нах-я радиуса сх-ти данного степ ряда.
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Зн-т R=10. Зн-т интервал сх-ти (-10;10). Решим вопрос о сх-ти на концах интервала:

1) х=-10. Имеем 
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2) х=10: 
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Ответ: Е=[-10;10).

б) 
[image: image226.wmf]å

¥

=

1

n

n

nx

 - степенной ряд. Найдем его интерв сх-ти по ф-ле Даламбера:
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 Интервал сх-ти     (-1;1). При х=-1 и х=1 получим соотв ряды: 
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ЗАМЕЧ. f(x)=nxn непр ф-ция в интер сх-ти.
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 - степ ряд, удовл усл той же Т. пусть S(x) его сумма.
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(как сумма конеч ряда со знамен по мод <1). Итак 
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 равном сх-ся на [0;x] и все fn(x) непр на [0;x], то его сумма непрер ф-ция. Зн-т м применить Т. о интегр с перем верхним пределом:
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При х=0 ряд сх-ся и знач 0 принадл (-1;1)

Ответ: 
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М19. 

а) Разложим х2 и ех в ряд Маклорена:
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Тогда 
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Заметим, что ряд в правой части посл рав-ва явл знакочеред, удовл усл Лейбница, поэтому Rn (остаток ряда без n первых членов) можно оценивать:
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М20. 

а) 4x2-4x+y=0,  D=16-16y=16(1-y)≥0, след-но у≥1. 
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Т.к. 0≤х≤1, то

1) 
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По условию у≥0

2) 
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Итак, 0≤у≤1, т.е. [0;1]→[0;1].

Пусть α – сжим отобр, то т.к. [0;1] полид (как замкнутая часть полного метрич пр-ва R), по Т.Банаха сжим отобр д. иметь ед неподвижн точку, т.е урав-е х=4х-4х2 д. иметь ед решение. Но оно имеет 2 реш-я: х=0 и х=3/4, что противоречит Т.Банаха.

б) Рассм 
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М21.

а) y’+y=cosx (1)

P(x)=1, Q(x)=cosx – опред и непрер на R. 
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Вычислим отдельно:
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Имеем, 
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Перейдем к нормальному виду: 
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 Непрер в R\{0;-1}, зн-т реш-й при указ нач условиях нет.
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 Пусть у≠0, тогда 
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Общий интеграл этого урав-я:
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М22. 

а) y”+y’-2y=0

Характеристич урав-е k2+k-2=0, k1=-2, k2=1

yoo=C1e-2x+C2ex – общее решение.

б) y”-4y’+4y=0, y(0)=3, y’(0)=1. Хар-е ур-е k2-4k+4=0, k1=k2=2

y=C1e2x+C2xe2x – общее реш-е

y’=2C1e2x+C2e2x+2C2xe2x. Т.к. по условию у(0)=3, y’(0)=1, то
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 y=3e2x-7xe2x – частное решение.

в) y”-2y’+5y=exsin2x  (1)

yон=уоо+учн
Одн. урав-е: y”-2y’+5y=0, хар-е урав-е k2-2k+5=0, D=-16, k1=1+2i, k2=1-2i, тогда уоо=ex(C1cos2x+C2sin2x)  α=1, β=2

S=1,   f(x)=ex(0cos2x+1sin2x)

yчн=xex(Acos2x+Bsin2x)

y’=ex(Axcos2x+Bxsin2x+Acos2x-2Axsin2x+ +Bsin2x+2Bxcos2x)

y”=ex((-3Ax+4Bx+2A+4B)cos2x+(-4Ax-3Bx-4A+2B)sin2x)

Подстав y, y’, y” в (1):

ex((-3Ax+4Bx+2A+4B)cos2x+(-4Ax-3Bx-4A+2B)sin2x)-2ex(Axcos2x+Bxsin2x+ +Acos2x-2Axsin2x+Bsin2x+2Bxcos2x)+ +5xex(Acos2x+Bsin2x)=exsin2x

(-3Ax+4Bx+2A+4B-2Ax-2A-4Bx+5Ax)* cos2x+(-4Ax-3Bx-3A+2B-2Bx+4Ax-2B+ +5Bx)sin2x=sin2x

4Bcos2x-4Asin2x=sin2x – это будет тождеством, если 
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уон=ex(C1cos2x+C2sin2x)-(xexcos2x)/4

М23. 

а) cos2z=cos2z-sin2z


[image: image262.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

z

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

i

e

e

z

z

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

iz

2

cos

2

1

2

2

4

1

2

4

1

2

4

1

4

1

4

1

2

1

2

1

sin

cos

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

=

=

+

=

+

-

+

+

+

+

=

-

+

+

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-


б)

[image: image263.wmf](

)

1

,

1

sin

)

Im(

,

1

cos

)

Re(

1

sin

1

cos

1

sin

1

cos

1

1

=

=

=

=

=

+

=

+

=

=

+

+

Argz

e

e

z

e

z

e

z

ie

e

i

e

e

z

i

i



[image: image264.emf]z

Arg z

|z|


в)

[image: image265.wmf](

)

y

i

e

y

e

y

i

y

e

e

e

W

x

x

x

iy

x

z

sin

cos

sin

cos

+

=

=

+

=

=

=

+


Действительные значения при 
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Решение – совок-ть параллельных прямых.

М24. 
а)
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Среди решений мнимых нет.

в) f(z)=cosz
Пусть М>0. Подберем 
[image: image270.wmf]N

n

Î

, так что 2n>M. Док |cosz|>M
1) Рассм. z=(n+1) и тогда
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Док-ли. Отсюда не вытекает, что 
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. Например, если zn=2πn, то при n→∞ zn→∞, но coszn=1.


М25. 
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б) 
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Сумма Lnz+Lnz получается из мн-ва чисел Lnz путем сложения любых из этих чисел с таким же или отличным от него числом того же мн-ва, тогда как 2Lnz получ путем удвоения каждого числа Lnz, т.е. путем сложения такого числа только с самим собой, т.е. Lnz+Lnz≠2Lnz.

Конкретный пример:


[image: image275.wmf](

)

(

)

(

)

i

i

i

Ln

i

Ln

Ln

Lnz

p

p

p

2

0

2

1

ln

2

1

2

2Lnz

0

0

1

ln

1

1

2

2

¹

=

+

-

=

-

=

=

+

=

=

-

=


_1176922180.unknown

_1177093359.unknown

_1177100900.bin

_1177156294.unknown

_1177167878.unknown

_1177264255.unknown

_1177659829.bin

_1177669544.unknown

_1177684043.unknown

_1177688442.unknown

_1177688593.unknown

_1177684095.unknown

_1177683681.unknown

_1177661849.unknown

_1177666408.unknown

_1177660957.bin

_1177606914.unknown

_1177607132.unknown

_1177264771.unknown

_1177605085.unknown

_1177265023.unknown

_1177264277.unknown

_1177173360.unknown

_1177176514.unknown

_1177264053.unknown

_1177264072.unknown

_1177264014.unknown

_1177174230.unknown

_1177175136.unknown

_1177175587.unknown

_1177174935.unknown

_1177173942.unknown

_1177172327.vsd
z�

Arg z�

|z|�


_1177172493.unknown

_1177172517.unknown

_1177172489.unknown

_1177168480.unknown

_1177172008.unknown

_1177167899.unknown

_1177165484.unknown

_1177166375.unknown

_1177166520.unknown

_1177167632.unknown

_1177166443.unknown

_1177166009.unknown

_1177166067.unknown

_1177165811.unknown

_1177162678.unknown

_1177163609.unknown

_1177165063.unknown

_1177162793.unknown

_1177156435.unknown

_1177162374.unknown

_1177156410.unknown

_1177104284.unknown

_1177106956.unknown

_1177107627.unknown

_1177108196.unknown

_1177154810.unknown

_1177155667.unknown

_1177155906.unknown

_1177156284.unknown

_1177155696.unknown

_1177154978.unknown

_1177154693.unknown

_1177107735.unknown

_1177108084.unknown

_1177107681.unknown

_1177107224.unknown

_1177107273.unknown

_1177107005.unknown

_1177106209.unknown

_1177106811.unknown

_1177106474.unknown

_1177106593.unknown

_1177104958.unknown

_1177105044.unknown

_1177104512.unknown

_1177103019.unknown

_1177103563.unknown

_1177104191.unknown

_1177104238.unknown

_1177104083.unknown

_1177103254.unknown

_1177103360.unknown

_1177103112.unknown

_1177102221.unknown

_1177102545.unknown

_1177102796.unknown

_1177102456.unknown

_1177102513.unknown

_1177102049.unknown

_1177095473.unknown

_1177097201.unknown

_1177098348.unknown

_1177099147.unknown

_1177099695.unknown

_1177099843.unknown

_1177100052.unknown

_1177099588.unknown

_1177098653.unknown

_1177098953.unknown

_1177098416.unknown

_1177098191.unknown

_1177098241.unknown

_1177097520.unknown

_1177098148.bin

_1177096574.unknown

_1177096782.unknown

_1177097081.unknown

_1177096807.unknown

_1177097035.unknown

_1177096761.unknown

_1177096007.unknown

_1177096177.unknown

_1177095612.unknown

_1177095694.unknown

_1177094687.unknown

_1177095008.unknown

_1177095365.unknown

_1177095402.unknown

_1177095342.unknown

_1177094796.unknown

_1177094843.unknown

_1177094774.unknown

_1177094287.unknown

_1177094393.unknown

_1177094480.unknown

_1177094373.unknown

_1177093767.unknown

_1177093985.unknown

_1177093502.unknown

_1176925969.unknown

_1177076297.unknown

_1177077844.unknown

_1177088508.unknown

_1177093183.unknown

_1177093200.unknown

_1177092482.unknown

_1177092647.unknown

_1177092972.unknown

_1177092587.unknown

_1177092235.unknown

_1177079194.unknown

_1177088354.unknown

_1177088432.unknown

_1177080521.unknown

_1177081412.unknown

_1177087459.unknown

_1177080820.unknown

_1177080327.unknown

_1177078387.unknown

_1177078395.unknown

_1177077997.unknown

_1177078381.unknown

_1177077372.unknown

_1177077610.unknown

_1177077730.unknown

_1177077543.unknown

_1177076576.unknown

_1177077027.unknown

_1177077198.unknown

_1177076703.unknown

_1177076450.unknown

_1177003251.unknown

_1177075477.unknown

_1177075559.unknown

_1177076072.unknown

_1177075484.unknown

_1177075074.unknown

_1177075133.unknown

_1177075001.unknown

_1176993572.unknown

_1176995006.unknown

_1176997102.unknown

_1176997944.unknown

_1176998565.vsd
�

0�

2�

x�

y�

�


_1177000984.unknown

_1176997862.unknown

_1176996369.unknown

_1176996462.unknown

_1176995977.unknown

_1176994212.unknown

_1176994982.unknown

_1176993819.unknown

_1176992931.unknown

_1176993226.unknown

_1176926759.unknown

_1176923458.unknown

_1176924841.unknown

_1176925320.unknown

_1176925641.unknown

_1176924949.unknown

_1176924438.unknown

_1176924576.unknown

_1176924005.unknown

_1176923038.unknown

_1176923363.unknown

_1176923449.unknown

_1176923176.unknown

_1176922765.vsd
-1�

1�

-�

+�

-�


_1176922987.unknown

_1176922422.unknown

_1176914328.unknown

_1176916785.unknown

_1176919548.unknown

_1176920646.unknown

_1176920892.unknown

_1176922053.unknown

_1176920793.unknown

_1176919985.unknown

_1176920556.unknown

_1176919709.unknown

_1176918451.unknown

_1176919383.unknown

_1176919504.unknown

_1176918821.unknown

_1176918026.unknown

_1176918357.unknown

_1176917973.unknown

_1176915226.unknown

_1176916083.unknown

_1176916269.unknown

_1176916340.unknown

_1176916222.unknown

_1176915323.unknown

_1176915616.unknown

_1176915247.unknown

_1176914958.unknown

_1176915138.unknown

_1176915185.unknown

_1176915007.unknown

_1176914805.unknown

_1176914937.unknown

_1176914349.unknown

_1176679993.unknown

_1176812974.unknown

_1176911836.unknown

_1176912333.unknown

_1176912830.unknown

_1176912222.unknown

_1176911567.unknown

_1176911661.unknown

_1176911531.unknown

_1176680847.unknown

_1176681091.unknown

_1176812780.unknown

_1176680939.unknown

_1176680212.unknown

_1176680565.unknown

_1176680032.unknown

_1176677549.unknown

_1176678656.unknown

_1176679005.unknown

_1176679511.unknown

_1176679820.unknown

_1176679569.unknown

_1176679079.unknown

_1176678717.unknown

_1176678256.unknown

_1176678299.unknown

_1176677994.unknown

_1176677003.unknown

_1176677252.unknown

_1176677461.unknown

_1176677061.unknown

_1176676837.unknown

_1176676845.unknown

_1176676441.unknown

