М1. Счетные множества и их свойства. Счетность множества рациональных и алгебраических чисел. Несчетность множества действительных чисел. Существование трансцендентных чисел.
Опр1: множествово называется счетным, если оно равномощно множеству N. (2 множества называются равномощн, если одно из них можно биективно отобразить на другое).

Опр2: множество называется счетным, если все его элементыты можно занумеровать, используя по одному разу все натуральные числа.

Бесконечное множество, отличное от счетного, называется несчетным.

Пр: N, Z, множество четных чисел, множество простых чисел. 

Свойства счетных множеств:

1) Всякое бесконечное подмножество счетного множества счетно.

2) Если к бесконечному множеству добавить счетное или конечное множество, то его мощность не изменится.

3) объединение конечного числа счетных множеств счетно.

4) Объединение счетного семейства счетных множеств счетно.

5) Объединение счетного семейства конечных множеств счетно или конечно.

6) Объединение счетного и конечного множеств счетно.

7) Не существует бесконечных множеств мощностью меньше чем счетное.

8) Если из бесконечного несчетного множества удалить счетное или конечное, то его мощность не изменится.

9) Если некоторое множество представить в виде прямого произведения конечного числа счетных, то оно само является счетным.

Теор: множество Q счетно.

Док: рассмотрим числа вида p/q (p – целое, q - натуральное). Q1 – множество чисел, стоящих в числителе, это целые числа, Q1 счетное множество. Q2 – множество чисел в знаменателе, это натуральные числа, Q2 – счетное множество. Имеем объединение счетного семейства счетных чисел. Т.о. множество Q рациональных чисел счетно.

Теор: множество R и множество N неравномощны.

Т: множество алгебраических чисел счетно.

Д: 1) Пусть P3 – множество многочленов 3-й степени с целыми коэффициентами. Пусть C4 – множество упорядоченных четверок из целых чисел, у которых первое число отлично от 0. C4 – счетно, как прямое произведение 4-х счетных множеств.

p
[image: image1.wmf]Î

P3 p=a3x3+a2x2+a1x+a0 (a3≠0). Многочлену p сопоставим упорядоченный набор его коэффициентов

p=a3x3+a2x2+a1x+a0 (a3≠0) → (a3, a2, a1, a0) 
[image: image2.wmf]Î

C4. f: P3→C4 – биекция. Т.к. P3 счетно, то и C4 счетно. Аналогично доказывается счетность Pn при любом фиксированном n.

2) Пересчитаем все многочлены: 

P=P1υP2υ… - счетно как счетное семейство счетных.

3) Рассмотрим любой многочлен, например 5-й степени, у него корней не более пяти. Каждый многочлен 

имеет конечное число корней Множество А алгебраических чисел счетно или конечно как счетное семейство конечных. А
[image: image3.wmf]É

N, значит А бесконечно, т.е. счетно.

Сл: существуют трансцендентные числа, их бесконечно много, их мощность больше чем чисел алгебраических.

Д: Пусть Т – множество трансцендентных чисел, R=AυT. Т не может быть Ø, конечным или счетным, т.к. R было бы счетным, а это не так. Т.о. |T|>|A|

М2. Предел числовой последовательности. Теоремы о существовании предела.

Опр1: Если каждому натуральному числу n поставлено в соответствие единственное действительное число, то говорят, что дана числовая последовательность. Обозначается y=f(n), (Xn): x1, x2,…, xn,…(*)

Опр2: числовая последовательность это функция заданная на множестве всех натуральных чисел. 

Числовая последовательность (*) считается заданной, если указан закон, с помощью которого по номеру места в последовательности всегда можно назвать число, стоящее на этом месте.

Опр: число а называется пределом последовательности xn если для любого положительного числа δ (сколь угодно малого) существует такой номер N, что для всех номеров n>N выполняется неравенство: |xn-a|<δ. Символически: 
[image: image4.wmf])
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Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, если предела нет – расходящейся.

Пр1: Числовая последовательность с общим членом xn=(-1)n предела не имеет.

Пр2: Последовательность 1, q, q2, q3,…, qn, … представляет собой геометрическую прогрессию со знаменателем q. Она сходится к 0 при |q|<1, т.е. 
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Если q=1, то предел=1, если |q|>1, то конечного предела не имеет.

Т: Если последовательность имеет предел, то он единственный.

Т: Если последовательность xn имеет предел, то она ограничена.

Т: 
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 тогда и только тогда, когда последовательность можно представить в виде суммы этого предела и бесконечно малой последовательности.

Т: Пусть даны 3 последовательности xn, yn, zn, такие что xn≤yn≤zn. Если 
[image: image7.wmf]a

z

x

n

n

n

n

=

=

¥

®

¥

®

lim

lim

, то и 
[image: image8.wmf]a

y

n

n

=

¥

®

lim

.

Т: (Вейерштрасса) Всякая возрастающая (неубывающая) ограниченная сверху последовательность имеет предел.

Д: т.к. xn ограничена сверху, то существует ТВГ, обозначим ее b. Тогда 
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 xn≤b<b+δ, т.е. xn<b+δ (1). По характеристическому 

свойству ТВГ в интервале (b-δ, b)попадет хотя бы 1 член последовательности xN, xN>b-δ

       xn        b-δ           xN              b
В силу возрастания при n>N 
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xn>xN>b-δ, т.е. xn>b-δ (2) 
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. Одновременно выполняются (1) и (2),b-δ<xn<b+δ, |xn-b|<δ, это значит, что 
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Аналогично доказывается, что убывающая (невозрастающая) ограни-

ченная снизу последовательность имеет предел.

Т: (Больцано-Вейерштрасса) Из всякой бесконечной ограниченной последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность.
Т: (критерий Коши) Для того чтобы последовательность имела предел, необходимо и достаточно чтобы она была фундаментальной, т.е. чтобы 
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М3. Предел и непрерывность функции в точке. Основные свойства непрерывных функций на отрезке. 

Опр: (по Коши) пусть функция y=f(x) определена в некоторой проколотой окрестности точки a. Число b называется пределом функции f(x) в точке a (при x→a), если для любого положительного числа ε>0 найдется такое число δ>0, что для всех значений x
[image: image14.wmf]Î

D(f) и удовлетворяющих неравенству 0<|x-a|<δ выполняется неравенство |f(x)-b|<ε. Символически: 
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Пр: докаем 
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Возьмем любое ε и будем искать число δ>0, так чтобы 
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 если |x-6|<δ 
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 |(2x-5)-7|<ε
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 |2x-5-7|<ε 
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    2|x-6|<ε 
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 |x-6|<ε/2, положив δ=ε/2>0, мы видим, что для всех х, удовлетворяющих неравенству      |x-6|<δ, выполняется |(2x-5)-7|<ε и следовательно 
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Опр: (по Гейне) пусть y=f(x) определена в некоторой проколотой окрестности точки а. Число b называется пределом f(x) при x
[image: image23.wmf]®

a (в точке а), если при любом выборе последовательности xn значений переменной, сходящейся к а (xn
[image: image24.wmf]®

a), соответствующая последовательность значений функции yn=f(xn)сходится и притом каждый раз к числу b.

Опр: пусть y=f(x) определена в полной окрестности точки а. Функция y=f(x) называется непрерывной в точке а, если: 1) f(x) определена в точке а, 2) f(x) имеет предел в этой точке, 3) предел функции в этой точке равен ее значению в этой точке 
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Пр: f(x)=x2 в точке а=3.

1) f(3)=9 определена

2) 
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 3*3=9

3) 
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f(x) непрерывна в точке а=3, кроме того она непрерывна в каждой точке области определения.

Опр: (по Коши) функция f(x) непрерывна в точке а, если 
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Опр: (по Гейне) f(x) непрерывна в точке а, если для любой последовательности (xn) значений аргумента, сходящейся к а, соответствующая последовательность значений функции f(xn) сходится и притом каждый раз к f(a) т.е. 
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Опр: (на языке приращений) функция непрерывна в точке а, если б/м приращению аргумента соответствует б/м приращение функции 
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Опр: (на языке окрестностей) f(x) непрерывна в точке а, если при любом выборе Uε(f(a)) существует такая Uδ(a), что для всех 
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Опр: f(x) непрерывна на множестве D, если она непрерывна в каждой точке этого множества 

Опр: функция непрерывна на отрезке [a,b], если она непрерывна в интервале (a,b), непрерывна справа в точке аи непрерывна слева в точке b.

Т: (Больцано-Коши) если f(x) непрерывна на [a,b] и на концах его принимает значения разных знаков, то на интервале (a,b) найдется хотя бы одна точка с, в которой f(c)=0.

Т: (1-я теорема Вейерштрасса) если f(x) непрерывна на отрезке [a,b], то она ограничена на нем.

Д: допустим противное: f(x) не ограничена на [a,b]. Разделим отрезок пополам, по крайней мере на одной из этих половин f(x) неограниченна (в противном случае она была бы ограниченной на [a,b]. Выберем ту половинку, на которой f(x) неограниченна, обозначим ее ∆1=[a1,b1]. Делим ∆1 пополам и выбираем ту половину ∆2=[a2,b2], на которой f(x) неограниченна и т.д. Этот процесс бесконечен 

∆n=[an,bn]…

Получим бесконечную последовательность отрезков ∆1, ∆2, …, ∆n,...

на каждом из которых f(x) неограниченна. Это последовательность вложенных стягивающихся отрезков т.к.:

1) ∆1
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∆2
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…
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∆n
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Тогда по принципу Кантора 
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 точка с
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∆n при 
[image: image39.wmf]"

n. По условию f(x) непрерывна на [a,b], 
[image: image40.wmf]Þ

непрерывна в точке с и тогда по свойству непрерывных в точке функций 
[image: image41.wmf]$

 окрестность (с-δ, с+δ) в которой непрерывная f(x) будет ограниченной. Т.к. длина |∆n|→0 и каждый из отрезков ∆n содержит точку с, то начиная с некоторого номера n0 отрезки ∆n попадут в указанную окрестность точки с. Получилось, что в δ-окрестности точки с f(x) ограничена, а в ее части [an0, bn0] неограниченна – противоречие. Значит функция ограничена на отрезке.

Зам: если f(x) непрерывна на интервале, то теорема не выполняется.

Т: (2-я теорема Вейерштрасса) если f(х) непрерывна на [a,b], то на нем среди ее значений есть как наибольшее так и наименьшее

М4. Производная функции одной переменной. Связь дифференцируемости с непрерывностью и существованием производной.
Дана функция y=f(x) определенная в окрестности U(x0). Дадим x0 приращение ∆х (x0+∆х)
[image: image42.wmf]Î

 U(x0). Рассмотрим вызванное этим приращением независимой переменной соответствующее приращение функции в точке U(x0). ∆y=f(x0+∆х)-f(x0)

Опр: производной функции y=f(x) в точке x0 называется предел отношения приращения ∆y функции в этой точке к приращению независимой переменной ∆х если приращение ∆х→0
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Если рассмотреть некоторый промежуток и в каждой точке найти производную, то возникает некоторая функция, которая и называется производной функцией 
[image: image44.wmf]...

lim

)

(

=

¢

=

¢

x

f

y


Т: (необходимое условие существования производной) Если f(x) в точке x0 имеет производную, то она непрерывна в этой точке.

Непрерывность функции в точке не является достаточным условием существования производной, Пр: y=|x| непрерывна в x0=0, но не имеет производной в ней.

Опр1: функция, имеющая конечную производную в точке называется дифференцируемой в этой точке. Или

Опр2: y=f(x) называется дифференцируемой в точке x0 если ее приращение в этой точке можно представить в виде ∆y=А∆х+α(∆х)∆х, где А не зависит от ∆х, а α(∆х)→0 при ∆х→0 (б/м). Выражение А∆х называется дифференциалом функции: dy=А∆х.

Опр: дифференциал функции это есть главная линейная относительно ∆х часть приращения функции.

Т: для того чтобы y=f(x) была дифференцируема в точке, необходимо и достаточно, чтобы в этой точке 
[image: image45.wmf]$

 производная.

Д: необх: пусть f(x) диф-ма в точке х, тогда по опр это значит ∆y=А∆х+α(∆х)∆х, А не зависит от ∆х, а α(∆х)→0 при ∆х→0.
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 А=const, α-б/м, ∆х→0. По признаку предела 
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, следовательно функция имеет производную 
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дост: пусть ф-ция имеет пр-ю в точке х, т.е. 
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 тогда по признаку 
предела
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∆х+α(∆х)∆х. Это означает, что f(x) диф-ма. А=
[image: image52.wmf])

(

x

f

¢

.

Св-ва ф-ции быть диф-мой и иметь пр-ю совпадают.

М5. Теоремы диф-го исчисления о средних значениях.

Л. Ферма: Если ф-ция f(x) в некот внутр точке пром-ка принимает наиб (наим) знач-е и диф-ма в этой точку, то с необх-ю f'(x)=0.

Т. Ролля: пусть y=f(x) удовл след усл-ям: 1) f(x) непр на отр [a,b]; 2) f(x) диф-ма хотя бы в инт-ле (a,b); 3) f(a)=f(b), тогда в инт-ле (a,b) 
[image: image53.wmf]$

хотя бы одна точка с, что f'(с)=0.

Геом смысл: на гр-ке непр-й диф-мой ф-ции всегда отыщется точка А(x0,f(x0)), в кот касательная к гр-ку ф-ции параллельна оси Ох (такая точка м/б и не одна).

Т. Лагранжа: пусть f(x) удовл усл-ям: 1) f(x) непр на отр [a,b]; 2) f(x) имеет произв-ю хотя бы в инт-ле (a,b), тогда в интервале 
[image: image54.wmf]$

точка с, такая что 
[image: image55.wmf])
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 (отнош приращ ф-ции к длине отрезка = знач-ю произв-й в нек точке с).

Д: рассм вспом-ю ф-ю F(x)=f(x)-kx, k – некот параметр, кот затем выберем подходящим образом. Для F(x) вып оба усл т.Ролля: 1) F(x)=f(x)-kx непр на [a,b] как разность 2-х непр-х ф-й, т.к. f(x) непр по усл-ю, kx непр линейная ф-я на отр; 2) 
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Подберем k т.о., чтобы для F(x) вып и 3-е усл F(a)=F(b), f(a)-ka=f(b)-kb, 
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, тогда для F на [a,b] при таком k вып все усл т.Ролля и знач 
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с из (a,b), что F'(c)=0, т.е. f'(c)-k=0, 
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-ф-ла Лагранжа.

Геом смысл: на гр-ке непр-й диф-мой на отрезке [a,b] ф-ции 
[image: image60.wmf]$

точка M(c,f(c)), в кот касат к гр-ку ф-ции f(x) параллельна хорде, соединяющей точки A(a,f(a)) и B(b,f(b)). Такая точка может быть и не одна.

Т. Коши: пусть 2 ф-ции f(x) и g(x) удовл усл-ям: 1) f(x) и g(x) непрер на [a,b]; 2) f(x) и g(x) диф-мы в (a,b); 3) g'(x)≠0 в (a,b), тогда в (a,b) 
[image: image61.wmf]$

такая точка с, что имеет место ф-ла Коши: 
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Данные теоремы часто называют теоремами о среднем в диф исчисл.
М6. Условия постоянства, монотонности и выпуклости ф-ции на пр-ке. Экстремумы и точки перегиба.

Т: (пр-к пост-ва ф-ции) для того чтобы ф-я f(x), непрер-я на ∆ и диф-мая внутри ∆ была постоянной на ∆, необх и дост выполнения усл-я f'(x)=0 внутри ∆.

Т: (дост усл строгой монотонности) пусть y=f(x) непр на ∆ и диф-ма в ∆, f'(x)>0 в ∆, то f(x) строго возр на ∆, если f'(x)<0 в ∆, то f(x) строго убыв на ∆.

Т: (критерий нестрогой монот-ти) пусть y=f(x) непр на ∆ и диф-ма в ∆. Для того чтобы f(x) была неубыв (невозр) на ∆, необх и дост чтобы внутри ∆ вып усл f'(x)≥0 (f'(x)≤0).

Д: дост-ть: возьмем произвольно х1 и х2 из ∆ так, что х1<х2 и рассм отр [x1,х2], на нем f(x) удовл усл-ям т. Лагранжа f(x2)-f(x1)=f'(c)(x2-x1) c
[image: image63.wmf]Î

(x1,x2). По усл f'(x)≥0 и (x2-x1)>0 то f(x2)-f(x1)≥0, f(x1)≤ f(x2). Итак из х1<х2 след f(x1)≤ f(x2), т.е. ф-я неубыв.

Необх-ть: пусть f(x) неубыв на ∆ и х
[image: image64.wmf]Î

∆. Дадим х приращ ∆х≠0 так чтоб х+∆х
[image: image65.wmf]Î

∆ и найдем приращ ф-ции ∆y=f(х+∆х)-f(x). Рассм 2 случ

1) ∆х>0, то х+∆х>x и т.к. f(x) неубыв то f(х+∆х)≥f(x) т.е. ∆y≥0, 
[image: image66.wmf]0
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2) ∆х<0, то х+∆х<x и т.к. f(x) неубыв то f(х+∆х)≤f(x) т.е. ∆y≤0, 
[image: image67.wmf]0
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По усл 
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 Переходя в (1) и (2) к пределу при ∆x→0 получим f'(x)≥0. Аналогично для невозр.

Т: (критерий строгой монот-ти) для того чтобы y=f(x), непр-я на ∆ и диф-мая в ∆, была возр (убыв) на ∆, необх и дост чтобы вып 2 усл: 1) f'(x)≥0 (f'(x)≤0). 2) рав-во f'(x)=0 если и возм-но, то лишь в отдельных изолир-х точках.

Опр: гр-к ф-ции назыв выпуклым вниз (вверх0 на инт-ле (a,b), если он расположен выше (ниже) любой касательной, проведенной к гр-ку ф-ции y=f(x) в инт-ле (a,b).

Т: (дост усл выпуклости) пусть y=f(x) непр в инт-ле (a,b) и имеет на нем производную 2-го пор-ка. Тогда если f''(x)>0 (f''(x)<0) в инт-ле (a,b), то кривая y=f(x) явл выпуклой вниз (вверх).

Опр: рассм ф-ю y=f(x). Точка х0 называется точкой строгого локального максимума (минимума) ф-ии y=f(x), если 
[image: image69.wmf]$

Uδ(x0) такая что: 1) f(x) определена в этой окрестности; 2) 
[image: image70.wmf]"

x
[image: image71.wmf]Î

Uδ(x0) вып-ся нер-во f(x)<f(x0) (f(x)>f(x0)). Эти точки наз точками локальных экстремумов.

Опр: знач-я ф-ии в т-ках лок-х экстремумов наз лок-ми экстремумами.

Т: (необх усл экстремума диф-мой ф-ии) если x0 точка лок-го экстр-ма ф-ии y=f(x) и в точке x0 существ f'(x0), то она с необх-ю =0.

Ф-я м-т иметь экстр-м и в тех точках, где производная не сущ: н-р y=|x|. D=R, f-непр, по опр х0=0 точка лок-го мин-ма, но как изв-но произв-я в этой точке не сущ.

Опр: внутр точки х, принадл-е обл-ти опр-я ф-ии, в кот f'(x)=0 или вовсе f'(x) не сущ, назыв-ся критическими точками, а те из них, в кот f'(x)=0 наз-ся в частности стационарными.

Т: (1-е дост усл экстр-ма) пусть ф-я y=f(x) диф-ма в 
[image: image72.wmf])
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, но при этом все-таки  непрерывна в точке х0, тогда если при переходе через точку х0 f'(x) меняет знак с – на +, то х0 точка лок-го мин-ма, а если меняет знак с + на -, то х0 точка лок-го макс-ма.

Т: (2-е дост усл экстр) пусть х0 стационарная точка ф-ции f(x) и в т х0 сущ произв-я 2-го пор-ка, тогда если f''(x0)<0, то х0 точка макс, а если f''(x0)>0, то х0 точка мин. Если f''(x0)=0, то теор ответа не дает. 

Пусть х0 внутр точка обл опр-я ф-ции f(x) и в этой точке сущ f'(x), т.е. график имеет касательную.

Опр: точка М0(х0,f(x0)) наз точкой перегиба гр-ка ф-ии f(x), если в точке х0 гр-к имеет касат-ю, а слева и справа от х0 гр-к имеет разные направления выпуклости (гр-к лежит по разные стороны от кас-й к гр-ку)

Т: (необх усл т-ки перегиба) Пусть х0 точка перегиба гр-ка ф-ии f(x) и ф-ия имеет непрерывную производную 2-го пор-ка, тогда с необх-ю f''(x0)=0. 

Д: Пусть х0 – т перегиба и допустим противное тому, что надо док-ть f''(x0)(0 (f''(x0)>0) и т.к. по усл f''(x) непр, то f''(x) сохр этот же знак и в нек окр-ти т х0. Тогда по дост признаку выпуклости f(x) выпукла вниз в окр т х0 т.е. направление вып-ти не меняется и знач х0 не точка перегиба - противоречие.

(теор справ-ва и без треб-я непр-ти 2-й произв-й, знач точки перегиба м/б лишь в  тех случ-х, где f''(x0)=0 или не сущ)

Т: (дост усл т-ки перегиба) пусть f(x) в нек окр-ти точки х0 имеет f''(x) кроме м/б самой точки х0 в кот все-таки сущ произв-я 1-го пор-ка, тогда если f''(x) меняет знак при переходе через точку х0, то х0 точка перегиба.

М7. Опр и св-ва степени.

Опр: Степенью числа а с нат пок-м n наз-ся произвед n множ-лей, кажд из кот равен а: 
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 число а наз основ-ем степени, рез-т возвед в степ аn степенью с нат пок-лем.

При а≠0 по опред а0=1, 00не определен

При а≠0 по опред а-1=1/a
Первой степ-ю числа а наз само число а1=а, вторую степ числа а: а2=а*а наз кв-том числа, третью – кубом.

Опр: рац степ-ю 
[image: image74.wmf]n
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Z, n
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N) положит-го действ числа а наз число 
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Из шк курса изв-ны св-ва степ с рац пок-лем. 
[image: image78.wmf]"

рац чисел r и s и 
[image: image79.wmf]"

неотр-х чисел вы прав-ва:

1) aras=ar+s, 2) ar:as=ar-s, 3) (ar)s=ar*s,

4) (ab)r=arbr, 5) (a/b)r=ar/br,

6) пусть r
[image: image80.wmf]Î

Q и 0<a<b. Тогда ar<br при r>0, ar>br при r<0.

7) 
[image: image81.wmf]"

рац чисел r и s из нер-ва r>s след ar>as при a>1, ar<as при 0<a<1.

Для того чтоб опр-ть понятие иррац степ числа, сформулируем важное св-во ирррац чисел и 2 леммы:

Т: для кажд иррац числа μ сущ возрастающая (неуб) посл-ть рац чисел r1, r2,…, rn,… сходящаяся к μ, т.е. 
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Л1: Для 
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 посл-ти рац чисел r1, r2,…, rn,…, сход-ся к 0, посл-ть 
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(где a>0)сх-ся к 1, т.е 
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Л2: пусть a>0 и μ некот иррац число. Тогда для люб посл-ти рац чисел r1, r2,…, rn,…, сход-ся к μ, посл 
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 сх-ся к одному и тому же пределу А.

Д: а) если а=1 то лемма очевидна, в эт случ А=1

б) пусть a>1. Рассм сначала некот фиксир неубыв посл рац чисел 

ρ1≤ ρ2≤…≤ ρn≤…, сх-ся к μ, тогда 
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Возьмем рац число r> μ, тогда для люб n будет ρn<r, след-но, 
[image: image88.wmf]r
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, т.е. посл (*) огр сверху, сл-но она имеет пределом некот число А 
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, при этом A>0, т.к. 
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 и посл-ть (*) неубыв. Возьмем теперь произв посл чисел rn сх-ся к μ, тогда посл рац чисел r1-ρ1, r2-ρ2,…, rn-ρn,… будет сх-ся к 0 и по Л1:
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. Но 
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в) остается рассм случай когда 0<a<1. В этом случ положим 1/a=b. Тогда b>1 и по док-му выше для люб посл рац чисел rn, сходящейся к μ, сущ один и тот же предел 
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 лемма док-на.

Т.о. мы получили, что для люб посл-ти рац чисел r1, r2,…, rn,…, сход-ся к μ, послед-ть 
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сход-ся к одному и тому же пределу А. Число 
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 принимается за значение aμ: 
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 (**) если rn→μ. Полученная ф-ла м/б док-на и в случае рац μ. В этом случае 
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 но rn-μ→0, а по лемме 
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 и по теор о пределе произведения 
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[image: image102.wmf]"

μ, ν
[image: image103.wmf]Î

I справ-вы св-ва:

1) осн св-во степени: аμ+ν=аμаν
2) (аμ)ν=аμν

М8. Показательная ф-я, ее св-ва. Разложение в степенной ряд.

Опр: ф-я, заданная ф-лой y=ax (где a>0, a≠1, x
[image: image104.wmf]Î

R) наз-ся показат-й ф-ей с основанием а.

Осн св-ва:

1) D(y)=(-∞;+∞), 

2) E(y)=(0;+∞)

Д: для этого по следствию из 2-й теор Больцано-Коши дост установить, что sup(ax)=+∞, inf(ax)=0 (*)

Представим величину а в виде a=1+h, где h>0. По нер-ву Бернулли при 
[image: image105.wmf]N
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 имеем an=(1+h)n≥1+nh, откуда ясно, что an→+∞, при n→∞. C другой стороны a-n→0, отсюда и следуют формулы (*)

3) ф-я не является ни четной ни нечетной.

4) характ особенность: она нигде не обращается в 0, каково бы ни было число a>0 (т.е. гр-к показат ф-ции нигде не пересекает ось Ох).

5) пром-ки знакопостоянства: y>0 при всех х
[image: image106.wmf]Î

R.

6) пр-ки монотонности: при 0<a<1 ф-я убыв при всех х
[image: image107.wmf]Î

R, при a>1 ф-я возрастает при всех х
[image: image108.wmf]Î

R.

7) непрер на всей обл опред.

8)диф-ма на всей числ прямой, (ax)'=axlna, причем если a=e, то (ex)'= ex.

9) разложение ф-ии в ряд Тейлора м/б получено: y=ax=exlna. Пусть xlna=t, тогда на обл сходимости 
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10) график функции:

      y=ax              y                 y=ax
0<a<1                                 a>1

                                1

                                0                            x

Т.к. ф-я y=ax строго монотонна и непрерывна, то для нее сущ обратная: y=logax – логарифмическая , при этом x>0, E(y)=R, непрерывная и строго монотонная на (0;+∞

М9. Логарифмическая ф-я, ее осн св-ва. Разложение в степенной ряд.

Опр: ф-я, заданная ф-лой y=logax, где a>0, a≠1, наз-ся логарифм-й ф-ей. Осн.св-ва:

1) D(y)=(0;+∞), 2) E(y)=R
3) Лог ф-я по опр явл обратной по отношению к показательной ф-ии y=ax (где a>0, a≠1, x
[image: image114.wmf]Î

R), поэтому ее гр-к легко представить по гр-ку показ ф-ии

      y                  y=logax

                          a>1

       0   1                                     x

                      y=logax

                         0<a<1

-ф-я не явл ни четной ни нечетной,

-нули ф-ии y=0 при х=1,

-пр-ки знакопостоянства: при 0<a<1 y>0 при х
[image: image115.wmf]Î

(0;1), y<0 при х
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(1;+∞); при a>1 y>0 при х
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(1;+∞), y<0 при х
[image: image118.wmf]Î

(0;1)

4) Ф-я y=logax непрерывна на всей обл опр.

5) ф-я y=logax (a>0, a≠1) диф-ма на D(f) причем 
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Д: дадим х приращение Δх≠0, так чтобы (х+Δх)
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D(y) и найдем 
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Т.к. люб логарифм всегда м-но свести к натур-му по ф-ле перехода от одного основ к др-му, то: 
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6) Обычно рассм-ся для разложения в ряд Тейлора в окр-ти х0=0 ф-я y=loga(1+x) ч)поэтому рассм-ся ф-я y=ln(1+x)
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 этот ряд сх-ся медленно и практически неудобен для вычисления логарифмов.
М10. Тригонометрические ф-ии, их основные св-ва. Разложение синуса и косинуса в степенной ряд.

Рассм прямоуг дек сист корд ХОУ и единичную окружность с центром в т. (0;0). Рассм в-р 
[image: image127.wmf]OA

. Повернем в-р 
[image: image128.wmf]OA

 на ч радиан (x
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R). Получим вектор 
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. Пусть В(αx;βx).

Опр: 
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Т.к. точка В лежит на единичной окр-ти с ц-ром (0;0), то верно след: sin2x+cos2x=1 
[image: image132.wmf]"

x
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R.

Опр: ф-я вида y=sinx наз-ся синусом. Ф-я вида y=cosx наз-ся косинусом. D(sin)=R, D(cos)=R, 

E(sin)=[-1;1], E(cos)=[-1;1]

Осн св-ва sin и cos:

1) ф-ии sin и cos непр на всей числ прямой.

Докажем например для sinx. Восп опр-ем непр-ти по Коши: ф-я y=f(x) наз-ся непр в точке a если 
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Рассм 
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R. Покажем, что f(x) в ней непр. Возьмем любое ε и будем искать число δ>0, так чтобы |x-a|<δ
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достаточно взять δ=ε. Значит ф-я f(x)=sinx непр в точке а
[image: image139.wmf]Î

R, а т.к. a выбрана произв-но, то ф-я синус непр на всей числ прям ч.т.д.

2) ф-и синус и косинус диф-мы на R, причем (sinx)'=cosx, (cosx)'=-sinx 
[image: image140.wmf]"

x
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R
3) ф-и синус и косинус явл периодич ф-ми с наим-м полож-м периодом T=2π, т.е. sin(x+2πn)=sinx и cos(x+2πn)=cosx (n
[image: image142.wmf]Î

N)

4) ф-я синус явл нечетной, ф-я косинус явл четной

5) графики

6) разложение в степ ряд:
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этой ф-лой зад-ся разложение ф-ии синус в степ ряд по степеням х.
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R или 
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 этой ф-лой зад-ся разлож-е ф-ии косинус в степенной ряд по степеням х.

М11. Первообразная и неопр интеграл. Интегрирование подстановкой и по частям.

Опр: Ф-я F(x) назыв первообразной для ф-ии f(x) на некот числовом пр-ке D (т.е. D – связное мн-во на числовой прямой), если в любой точке х из D ф-я F(x) диф-ма и F'(x)=f(x).

Пр: ф-я F(x)=5x2 явл первообр для f(x)=10x на R, т.к.(5x2)'=10x
Если F(x) – первообр для f(x) на пр-ке D, то Ф(х)=F(x)+C, где С – произвольная постоянная – также явл ее первообразной на этом пр-ке поскольку Ф'(х)=(F(x)+C)'=f(x) 
[image: image151.wmf]"
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D
Обратно, если F(x) и Ф(х) - две первообразные для ф-ции f(x) на D, то их разность является тождественной константе функцией, т.е. F(x)=Ф(х)+С.

Т: Если F(x) одна из первообр для ф-ии f(x) на числ пр-ке D, то любая первообр Ф(х) для ф-ии f(x) на этом пр-ке имеет вид Ф(х)=F(x)+С, где С – произвольная постоянная.

Опр: Мн-во всех первообр-х для данной ф-ии f(x) на числ пр-ке D называется неопр-м интегралом от ф-ии f(x) на этом пр-ке и обозн 
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Если F(x) одна из первообр для f(x) на D, то 
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 где С – произвольная постоянная.

Пр: 
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 где D=(-∞;+∞)

Из опр неопр-го инт-ла и правил дифференцирования вытекают след 3 св-ва:

1) 
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К наиболее важным методам интегрирования относятся методы замены перем и интегрирования по частям.

Т: Пусть ф-я t=φ(x) опред и диф-ма на нек числ пр-ке D, и пусть Е мн-во значений этой ф-ии. Пусть далее для ф-ии g(t) существ на Е первообразная G(t), т.е
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 Тогда всюду на пр-ке D для ф-ии g(φ(x))φ'(x) сущ  первообр, равная G(φ(x)), т.е. 
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Для док-ва воспольз правилом дифференцир-я сложн ф-ии  
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и учтем, что G'(t)=g(t).т.д.

Пусть требуется вычислить интеграл 
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. Часто удаётся выбрать в качестве новой переменной такую дифф-ую функцию 
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, причем просто вычисляется интеграл 
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. Тогда теорема позволяет написать следующую формулу 
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Обычно вычисление интеграла 
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 с использованием формулы (6) называют методом замены переменной или методом подстановки. 

Метод интегрирования по частям.

Т: Пусть каждая из функций 
[image: image168.wmf])
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 определена и дифф-ма на некотором числовом промежутке D и, кроме того, на этом промежутке существует первообразная для функции 
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 Пример: Найти 
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Решение: Для вычисления этого интеграла можно воспользоваться методом интегрирования по частям:


[image: image174.wmf]ò

=

dx

x

)

ln(

{здесь мы имеем: 
[image: image175.wmf]=

=

=

=

=

}

,

,

1

),

ln(

x

v

dx

dv

dx

x

du

x

u


=
[image: image176.wmf]C

x

x

x

dx

x

x

-

-

×

=

-

×

ò

)

ln(

)

ln(


где С- произвольная постоянная.

М12. Определенный интеграл. Условия существования.

Рассм ф-ю y=f(x) непр и опред на [a,b].

Опр: совок-ть точек Т: a=x0<x1<…<xk-1<xk<…<xn-1<xn=b называется разбиением отрезка [a,b] и обозначается Т={xk}, k=0..n.

Опр: Отрезки [x0,x1], [x1,x2],…, [xk-1,xk],…, [xn-1,xn] – частичные отрезки разбиения, а числа ∆x1=x1-x0, ∆x2=x2--x1, …, ∆xk=xk-xk-1,…, ∆xn=xn-xn-1 – длины частичных отрезков.

Опр: совокупность точек ξ1, ξ2,…, ξk,…, ξn, выбранных по одной на каждом из част-х отрезков наз-ся выборкой и обознач-ся ξ.

Опр: сумма вида 
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наз-ся интегральной суммой, сост-й для ф-ии f(x) на отрезке [a,b] при данном разбиении Т и выборке ξ. (или σТ(f, ξ))

Зам: для данной ф-и f(x) на отр [a,b] м-но сост б/много интегр-х сумм за счет разных разбиений и выборок

Опр: максимальная из длин ∆xk частичных отрезков называется диаметром разбиения d(T)

Опр: число I наз-ся опред-м интегралом ф-ии f(x) на отр [a,b] (а ф-я наз-ся интегрируемой по Риману), если 
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ε>0 
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δ>0, что для люб разбиения Т отр [a,b], диаметр которого d(T)<δ независимо от выборки вып-ся нер-во: 
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a-нижний предел интегрирования, b - верхний предел интегрирования.

Кратко: опред интеграл это предел множества интегральных сумм при условии, что диаметр разбиения стремится к 0.

Т: (необх усл инт-ти) если ф-я f(x) интегрируема на [a,b], то она на нем с необх-ю ограничена.

Опр: пусть f(x) огр на [a,b] и пусть Т – любое разбиение отрезка на частичные точками xk. Тогда на кажд частичн отрезке [xk-1,xk], k=0..n, f(x) огранич и поэтому на кажд из них f(x) имеет точные грани 
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, тогда сумма вида 
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 наз верхней суммой Дарбу ф-и f при разбиении Т.

Т: (критерий интегр-ти ф-и) для того чтобы ф-я f(x), ограниченная на [a,b] была интегрируемой необх и дост чтобы 
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ε>0 
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δ>0 что 
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разбиения Т, таких что диаметр разбиения <δ вып-ся нер-во 
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Дост-е усл-я инт-ти ф-и:

Т: Если f(x) непр на отр то она на нем инт-ма по Риману.

Д: Пусть ε>0 – произв число и f(x) непр на [a,b] из этого след, что она равномерно непр на [a,b] т.е. для числа 
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сущ такое δ>0, что как только |x''-x'|<δ |f(x'')-f(x')|<ε/(b-a) (1). Рассм разбиение отр [a,b]на частичные отр диаметром d(T)<δ, т.к. ф-я непр на [a,b] то она будет непр на кажд част отр. По теор В-са ф-я будучи непр приним на част отр значения, равные точным граням, т.е. сущ точки ξ''k и ξ'k что f(ξ''k)=Mk (ТВГ), f(ξ'k)=mk (ТНГ). Проверим выполнение критерия интегрируемости. При разб d(T)<δ 
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по критерию ф-я интегр на [a,b].

Т: Если ф-я монотонна на отрезке [a,b], то она инт-ма на этом отр.

Т: Ф-я, огранич-я на отр [a,b] и имеющая на нем конечное число точек разрыва, интегрируема на этом отрезке.

М13. Существование первообразной для непрерывной ф-ии. Ф-ла Ньютона-Лейбница.

Пусть ф-я f(x) интегр-ма на [a,b], и х – любая точка из этого отрезка. Тогда существ ф-я 
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 - интеграл с переменным верхним пределом.

y

             Ф(х)

       a             x              b            x

Т: (о производной интеграла с перем-м верх-м пределом) если f(x) непр на [a,b] то 
[image: image193.wmf]"

х из [a,b] определена ф-я 
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 имеющая в каждой точке х отрезка [a,b] производную, причем Ф'(х)=f(x), т.е. производная определенного интеграла с переем верхним пределом равна значению подынтегральной ф-ии на верхнем пределе.

Сл: всякая непр на отр [a,b] ф-я f(x) имеет на нем первообразную, таковой явл ф-я 
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Т: (Ф-ла Н-Л) если f(x) непр на [a,b] и F(x) – любая из ее первообразных, то имеет место ф-ла Н-Л: 
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опред интеграл равен разности значений первообразных на верхнем и нижнем пределах интегрирования.

Д: наряду с F(x) рассм первообр 
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, любые 2 первообр-е отлич-ся на const Ф(x)=F(x)+C рав-во имеет место на всем отрезке, в частности в точке а. Найдем С.

Ф(а)=F(a)+C но 
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, 0=F(a)+C, C=-F(a), тогда Ф(х)=F(x)-F(a) верно и в точке b, Ф(b)=F(b)-F(a) 
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 и т.к. интеграл не 

зависит от обозн переем получ 
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Ф-ла Н-Л явл одним из аппаратов для выч опр интегр но для ее примен нужно собл все треб-я.

М14. Приложения определенного интеграла к вычислению площади плоской фигуры, объема тела вращения, длины дуги.

Квадрируемость.

Опр: фигура, кот м-но представить в виде объединения конечного числа попарно не налегающих допустимых прямоугольников, наз-ся ступенчатой ф-рой.

Пусть F любая огранич ф-ра, {P1} мн-во ступ ф-р вписанных в F, {P2} мн-во ступ ф-р описанных вокруг F. XF мн-во площадей ступ ф-р впис-х в F, YF мн-во площадей ступ ф-р опис-х около F.

Опр: Ф-ра F наз-ся квадрируемой если соответствующие ей числовые мн-ва XF и YF разделяются единственным числом S(F). Само это число наз-ся площадью ф-ры.

Т: (критерий квадрируемости плоской ф-ры) для того чтоб фигура F была квадрируема необх и дост чтобы 
[image: image202.wmf]"

ε>0 сущ такие ступенчатые фигуры P1 и P2 что выполняются 2 условия 1) 
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 2) S(P2)- S(P1)<ε (Др словами, для того чтобы плоская ф-ра F была квадрируемой, необх и дост чтобы ее границу м-но было заключить в ступенчатые ф-ры, разность площадей которых меньше наперед заданного числа ε.

Т: Если граница плоской ф-ры состоит из конечного числа дуг Гк являющихся гр-ками непр-х ф-й, то данная ф-ра квадрируема.

Т: если ф-я y=f(x) непр и неотрицательна на отрезке [a,b], то соответствующая кривол трапеция квадрируема и при этом ее пл-дь выч-ся по ф-ле 
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Д: Возьм 
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ε>0 рассм разбиение отр [a,b] точками xk и составим суммы Дарбу: 
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 пл-дь опис-й ступ-й ф-ры. Т.к. f(x) непр на [a,b], то она интегр-ма на нем и тогда 
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ε>0 
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δ>0, что 
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разбиения, диаметр кот d(T)<δ вып 
[image: image211.wmf]e

<

-

s

S

 S(P2)- S(P1)<ε и при этом кривол тр-я: 
[image: image212.wmf]2

1

.

.

P

тр

кр

P

Í

Í

 а это по критерию озн что кр тр квадрируемая ф-ра, при этом мн-ва 
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 и 
[image: image214.wmf]S

 разделяются числом 
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 а мн-ва S(P1) и S(P2) разделяются пл-ю кр трапеции, но т.к эти мн-ва совпадающие , то разделяющее их число единственно и поэтому 
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Кубируемость.

Т - произвольное тело в простр. Рассм всевозможн ступенч тела вписанные в Т и опис-е около Т, рассм 2 числ мн-ва: ХТ – мн-во объемов всевозм ступ тел, опис около Т, YT – мн-во объемов всевозм ступ тел, опис около Т.

Опр: тело Т наз-ся кубируемым если числ мн-ва XT и YT разделяются единств числом, а само это число наз объемом тела Т.

Т: (критерий кубир-ти) Тело Т кубируемо т. и т. т., когда 
[image: image217.wmf]"

ε>0 найдутся 2 ступенчатых тела L1 и L2 таких что вып 2 усл: 1)
[image: image218.wmf]2
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 2) V(L2)-V(L1)<ε

Т: пусть ф-я f(x) непр и неотр на [a,b]. Тогда тело, кот образуется вращением вокруг оси Ох кривол-й тр-ии, огр-й сверху гр-ком ф-ии f(x), имеет объем 
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Спрямляемость.

Пусть кривая АВ зад-ся ур-ем y=f(x), где f(x) непр ф-я на некот отр [a,b]. Разобьем эту дугу точками А=М0, М1,…, Мk-1, Мk,…, Мn=B на элементарные и соединим их ломаной, кот наз-ся вписанной в дугу АВ. Будем неогр увеличивать число точек деления так чтобы максимальная из длин звеньев ломаной 
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Опр: длиной дуги кривой называется предел длин ломаных вписанных в данную дугу, когда длина наибольшего из длин звеньев → 0 (если этот предел сущ, конечен и не зависит от способа построения ломаной) 
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 или l длина дуги кривой АВ если 
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ε>0 
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δ>0 что при 
[image: image224.wmf]"

 разбиении, таком что μ<δ вып нер-во 
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Т: (дост признак) если кривая явл гр-ком непрер на отр [a,b] ф-ии f(x), имеющей непр производную, то эта кривая спрямляема и длина выр-ся сл ф-лой: 
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М15. Частные производные. Дифф-мые ф-ии нескольких перем-х. Связь диф-ти с непрерывностью и существованием частных производных.

Ограничимся понятием ф-ии двух перем. Пусть в нек обл D из R2 задана ф-я z=f(M) M=(x, y). M0(x0, y0) внутр фиксир точка из D. Придадим x0 приращение ∆х так чтобы М(x0+∆х, y0)
[image: image227.wmf]Î

D. ∆хz=f(x0+∆х, y0)-f(x0, y0) – частное приращение ф-ии f(x,y)в точке M0(x0, y0) по х. (аналогично составляется ∆z по у) 

Рассм отнош-е 
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Опр: если 
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 конечный предел 
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 то А - частная производная ф-ии f(x,y)в точке M0(x0, y0) по перем-й х и обозн 
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Пр: f(x,y)=xy найти частные производные в точке М(1,1)
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Опр: ф-я z=f(x, y) наз диф-мой в M0(x0, y0) если ее полное приращение ∆z=A∆x+B∆y+α∆x+β∆y (1), А и В нек постоянные не зависящие от ∆x и ∆y, α и β ф-ии от ∆x и ∆y, такие что α→0 и β→0 при ∆x→0 и ∆y→0

Т: (необх усл диф-я) если ф-я z=f(x, y) диф-ма в точке M0(x0, y0), то она непр в этой точке.

Т: (необх усл диф-я) если ф-я z=f(x, y) диф-ма в точке M0(x0, y0), то в этой точке 
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 обе частные произв 
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Д: пусть z=f(M) M=(x, y) диф-ма в M0(x0, y0), тогда ее полное приращение можно представить в виде (1). Полагая, что ∆x≠0 и ∆y=0 получ: ∆xz=A∆x+ α∆x 
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. Т.е. 
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 частная произв-я 
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. Полагая, что ∆x=0 и ∆y≠0 получ: ∆yz=B∆y+ β∆y 
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. Т.е. 
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 частная произв-я 
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Т: (дост усл диф-ти) для того чтоб ф-я z=f(M) M=(x, y) была диф-ма в M0(x0, y0), дост чтоб вып-сь 2 усл: 1) чтобы в нек окр-ти M0(x0, y0) 
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, 2) а в самой точке M0 эти частные производные были непрер.
 М16. Числовые ряды. Признаки сх-ти.

Рассм числ посл-ть а1, а2,…,аn,…(1)

Опр: формальное выражение вида а1+а2+…+аn+… порождаемое элем-ми п-ти (1) наз числовым рядом, кратко 
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.Если номер n не зафиксирован, то an общий член ряда, если n фиксированное число, то an энный член ряда.

Опр: сумму первых n членов данного ряда называют n-й частичной суммой этого ряда Sn=a1+…+an
Опр: если 
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 конечный предел частичных сумм, то этот предел наз суммой ряда, а ряд наз сход-ся 
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. Если этот предел не сущ или =∞, то ряд расх-ся.

Т: (необх признак сх-ти) Если числ ряд 
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 сх-ся, то имеет место рав-во 
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Т: (Критерий сх-ти Коши) для того чтобы числ ряд 
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сходился необх и дост чтобы 
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ε>0 
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N=N(ε), что 
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n>N и 
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 натурального p вып |sn+p-sn|<ε или 
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Опр: ряды, все члены кот явл-ся неотрицательными числами, наз-ся положительными рядами.

Т: Пусть ряд 
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 (1) явл полож-м. Для того чтобы ряд (1) сходился необх и дост, чтобы посл-ть частичных сумм этого ряда была ограниченной (сверху).

Т: (признак сравнения полож рядов) пусть даны 2 полож ряда
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.И для всех номеров k из N вып ak≤bk, тогда 1) из сходимости ряда 
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, 2) из расх-ти
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 (из сх-ти ряда с большими членами следует сх-ть ряда с меньшими членами, из расх-ти ряда с меньшими членами следует расх-ть ряда с большими членами)

Т: (признак сравнен рядов в предельной форме) Пусть ряд 
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 полож, и ряд 
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 строго положит. Тогда если 
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 конечный предел 
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 то из сх-ти ряда 
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Т: (признак Даламбера) если строго полож ряд 
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(1) таков, что 
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 конечный предел 
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 то 1) при L<1 ряд (1) сход, 2) при L>1 ряд расх, 3) при L=1 сх-ть и расх-ть ряда не определяются теоремой.

Т: (признак коши) если для полож ряда 
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 конечный предел 
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 то 1) при L<1 ряд (1) сход, 2) при L>1 ряд расх, 3) при L=1 теорема ответа не дает.

Д: 1) L<1. Возьм некот число q, удовл усл L<q<1. Тогда т.к. 
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 то начиная с некот номера n=k будет вып нер-во 
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 или an<qn (n≥k), значит ak<qk, ak+1<qk+1, ak+2<qk+2,… Т.к. 0<q<1, то геом-й ряд q+q2+…+qk+… сх-ся, члены же ряда 
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начиная с номера k будут меньше соотв-х членов геом ряда, по признаку сравнения 
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2) L>1. Т.к. 
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 то начиная с некот номера n=k вып нер-во 
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, откуда an>1 (n≥k) след-но общий член ряда не стремится к 0 при n→∞, значит ряд расходится.

Т: (интегральный признак сх-ти) пусть ф-я f(x) непр, неотриц и невозрастает на полупрямой x≥m, m – фиксир натур число. Тогда ряд (2) 
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сходится, если сходится несобств интеграл 
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 (3). Ряд (2) расх, если расх (3).

Опр: Ряд назыв знакочередующимся, если члены этого ряда поочередно имеют то полож, то отриц знак. 
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Т: (признак Лейбница) если для знакочеред-го ряда (4) вып сл усл: 1) все его члены по абсолютной величине не возрастают с возрастанием номера, 2) 
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, то этот ряд сходится.

Т: из сх-ти ряда 
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 (2) следует сх-ть ряда 
[image: image293.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

 (1).

Д: пусть ряд (2) сх-ся, он явл положит рядом.Рассм еще 2 ряда: 
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¥

=

-

1

2

|

|

n

n

n

a

a

 (3), 
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 (4) Очевидно что все члены рядов (3) и (4) явл-ся неотриц числами. Т.о. мы имеем 3 полож ряда. Применим к ним признак сравнения 
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 (5) В силу (5) из сх-ти ряда (2) по теор сравнения вытекает сх-ть (3) и (4). Но т.к. ряд 
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и кажд из этих рядов сх-ся, то их сумма тоже будет сх-ся. Получ, что ряд (1) сх-ся.

Опр: Ряд (1) наз-ся абсолютно сходящимся, если сходится ряд из модулей членов данного ряда.

Опр: Ряд (1) наз-ся условно сходящимся или сх-ся неабсолютно, если ряд (1) сходится, а соответствующий ряд из модулей членов данного ряда расходится.

Т: Если ряд (1) сх-ся абсолютно и имеет сумму S, то сх-ся и притом абсолютно и любой ряд кот получ из данного перестановкой его членов. Кроме того сумма любого ряда получаемого из данного перестановкой его членов также будет =S.

Т: Римана. Если ряд 
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 сх-ся условно, то с пом-ю перестановки членов данного ряда м-но получить ряд, сумма кот равна любому наперед заданному числу А. Более того, м-но найти такую перестан-ку членов данного ряда, что получаемый после этой перест-ки ряд будет расход.

М17. Функциональные последовательности и ряды. Равномерная сходимость.
Опр: Если на нек мн-ве К, являющемся подмн-вом R, определена каждая из ф-й fn(x) (n=1,2,…), то говорят, что имеется последовательность ф-й или ф-циональная п-ть, заданная на мн-ве К. При каждом фиксир-м значении x0
[image: image299.wmf]Î

К ф-я посл-ть становится числовой. Если эта числ п-ть сх-ся (расх), то говорят, что фун посл-ть сх-ся (расх)  в точке x0, а саму эту точку наз-ют точкой сх-ти (расх-ти) данной посл-ти. Если y0 предел указ-й числ посл-ти, то это запис-ся так: 
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Опр: мн-во D всех точек x
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К, в кот функ п-ть сх-ся, назыв обл-ю сх-ти этой посл-ти.

Опр: ф-я f(x) назыв пределом ф-й п-ти {fn(x)} при n→∞, если: 1) f(x) определена на обл сх-ти данной п-ти, 2) 
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x0
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обл сх-ти вып-ся: 
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. Записыв: 
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 на D.

Опр: ряд f1(x)+f2(x)+…+ fn(x)+… (1) или 
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 членами кот явл ф-ии, наз функ-м рядом, при этом мн-во К, где определена кажд из ф-й наз обл-ю опред ряда. Если номер n не зафиксирован, то fn(x) общий член ряда, если n фиксированное число то fn(x) энный член ряда.

Пусть x0
[image: image307.wmf]Î

К – фиксир число, подставляя его в ряд (1) получим числовой ряд f1(x0)+f2(x0)+…+ fn(x0)+… (2)

Опр: говорят, что ф-й ряд (1) сх-ся в точке х0, если сходится числовой ряд (2), если числ ряд (2) расх, то функ-й ряд (1) в точке х0 расх.

Опр: мн-во Е всех точек сходимости ряда (1) называется областью сход-ти этого ряда.

Опр: сумма первых n членов ф-го ряда назыв n-й частичной суммой sn= f1(x)+f2(x)+…+fn(x)

Для всех точек х из обл сх-ти 
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Опр: ф-й ряд наз поточечно сходящимся на мн-ве М, если он сх-ся в каждой фиксир-й точке этого мн-ва.

Опр: ф-й ряд (1) равномерно сх-ся на мн-ве Е, если 
[image: image309.wmf]"

ε>0 
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N=N(ε) 
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n>N и 
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x
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E вып |sn(x)-s(x)|<ε

Из равномерой сходимости след поточечная сх-ть, обратное не верно.

Т: (В-са) пусть ф-й ряд (1) определен на мн-ве Е. Тогда если 
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 сходящийся положит числовой ряд 
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 (3) такой, что 
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E и 
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n>N |fn(x)|≤cn (4), то ф-й ряд сх-ся равномерно на мн-ве Е.

Д: рассм ряд 
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 (5), тогда из сх-ти числ ряда (3) и в силу нер-ва (4) на основании теоремы о сравнении полож рядов получ что 
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x
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E сх-ся ф-й ряд (5), т.е. данный ряд (1) сх-ся абсолютно. Докажем теперь, что на Е ряд (1) сх-ся равномерно. Возьмем 
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ε>0. Тогда из сходимости числ ряда (3) следует, что
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ε>0
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N=N(ε)
[image: image325.wmf]"

n>N|sn-s|<ε (*), sn=c1+c2+…+cn, 
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 EMBED Equation.3  [image: image329.wmf]e
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 тогда в силу нер-ва (4) 
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Е но последнее означает, что 
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ε>0 
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N=N(ε) 
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n>N и 
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x
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E вып |sn(x)-s(x)|<ε, а это означает, что ф-й ряд (1) на мн-ве Е сх-ся равномерно.

Т: (о непр-ти суммы ряда) если члены ф-го ряда 
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 (1) непрерывны на пр-ке Е и на этом пр-ке данный ряд сходится равномерно, то его сумма s(x) является непрерывной ф-ей на этом пр-ке Е.

Т: (о почленном интегрировании ф-го ряда) если ф-й ряд 
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 (1) сх-ся равномерно к ф-ии s(x) на [a,b] и члены ряда непр на [a,b] то этот ряд м-но почленно интегрировать на отрезке [a,b], т.е. вып рав-во 
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Т: (о почленном диф-ии ф-го ряда) если на данном отрезке [a,b] вып усл: 1) ряд (1) сх-ся и имеет s(x)=f1(x)+f2(x)+…+ fn(x)+…, 2) члены ряда (1) имеют непрерывные производные, т.е. 
[image: image341.wmf]$

f 'k(x) 
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x
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[a,b] и 
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N, 3) ряд 
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 составленный из производных членов данного ряда сходится на отрезке [a,b] равномерно, то ряд (1) допускает на [a,b] почленное диф-е, т.е.сумма s(x) имеет на [a,b]производную s'(x), кот можно получить по ф-ле: s'(x)=f '1(x)+f '2(x)+ …+ f 'n(x)+…

М18. Степенные ряды.

Опр: функ-й ряд вида 
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, где с0, с1,…, сn,… x0 – некот числа, X – действит перем, назыв степенным рядом, при этом числа с0, с1,…, сn,… наз коэффициентами этого ряда , а x0 – центр данного ряда. 

Если X=х0 то ряд сходится в точке х0, т.е в центре этого ряда, сл-но обл сх-ти степ ряда ≠Ø.

Заметим, что с помощью подстановки x=X-x0 степенной ряд (1) м-но записать в сл виде: 
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 центром ряда (2) служит точка х0=0.

Т: (Абеля) если степ ряд (2) сх-ся в точке х0 (х0≠0), то он сх-ся и во всех точках х, удовл-х условию 
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х, |x|<|x0|, причем сх-ть абсолютная.

Д: Пусть ряд (2) сх-ся в точке х0, значит ряд 
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сходится, сл-но по необх признаку сх-ти 
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, т.е. числ посл {cnxn} явл сходящейся, поэтому она будет ограничена т.е. 
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M>0 |cnx0n|≤M (*) 
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n=0,1,… Оценим общий член степ ряда по модулю 
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где q=|x/x0|. Очевидно, что 
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х, |x|<|x0| вып-ся q<1. Рассм ряд 
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, он сх-ся как геом-й при q<1. Тогда в силу нер-в |cnqn|<Mqn, n=0,1,… и теоремы В-са о равном-й сх-ти, ф-й ряд (2) будет сх-ся равномерно и абсолютно 
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х, |x|<|x0|.

Сл: если степ ряд(2) расх-ся в какой-то точке х1, то он будет расх во всех точках х, для кот вып |x|>|x1|.

Т: Если степ ряд (2) в одних точках числ прямой сх-ся, а в др расходится, то 
[image: image359.wmf]$

R>0, что для |x|<R ряд сх-ся, для |x|>R ряд расх

Опр: если степ ряд (2) 
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х, |x|<R сх-ся, а 
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х, |x|>R расх, то число R – радиус сх-ти этого ряда, а интервал (-R; R) – интервал сх-ти.

Зам: Если ряд (2) сх-ся в 1-й точке х=0, то R=0, если ряд сх-ся на всей числ прямой, то R=∞.

Т: если для степ ряда (2) 
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Св-ва степ-х рядов:

Т: степ ряд (2) сх-ся равномерно на 
[image: image366.wmf]"

 отрезке [-ρ, ρ], целиком принадлежащем его интервалу сх-ти (-R, R).

Сл: сумма степ-го ряда  явл непр-й ф-ей на любом отрезке из инт-ла сх-ти.

Сл: на любом отрезке из инт-ла сх-ти ряд (2) допускает почленное интегрирование, причем радиус сх-ти не меняется.

Т: степ ряд (2) можно сколь угодно раз диф-ть в инт-ле сх-ти, при этом радиус сх-ти не меняется.

Сл: сумма степ ряда (2) является бесконечно диф-мой ф-ей на инт-ле сх-ти.

М19. Ряд Тейлора.
Опр: ф-я f(x) расклад-ся в ст ряд по степеням (х-х0) (в окрестности точки х0), если м-но указать степ ряд вида 
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 кот сх-ся в нек окр-ти точки х0 и его сумма равна f(x) т.е. 
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 (1)

Т: Если ф-я м/б разложена в ст ряд в окр-ти точки х0, то эта ф-я беск диф-ма в этой окр-ти.

Сл: Если ф-я не явл беск диф-мой в окр-ти х0, то ее нельзя разложить в ряд по степеням (х-х0).

Т: (о ед-ти разлож ф-ии в степ ряд) если ф-я f(x) на пр-ке (x0-R, x0+R) разлагается в степ ряд по степеням (х-х0), то это разлож-е единственно (т.е. коэф-ты по заданной ф-ии опред-ся ед образом)

Опр: степ ряд вида 
[image: image369.wmf]...
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или 
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 (3) коэф-ты кот опр-ся сл.обр. 
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 (n=0,1,…) назыв-ся рядом Тейлора ф-ии f(x) в окр-ти точки х0 или по степеням (х-х0). 

Из теор о ед-ти след, что если какая-то ф-я разлаг-ся в степ ряд в окр-ти х0 то этот ряд будет рядом Тейлора этой ф-ии по степеням (х-х0).

Опр: ряд Тейлора ф-ии f(x) в окр-ти точки х0=0 обычно называется рядом Маклорена 
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 (4)

Однако не всякая ф-я бескон диф-мая в окр точки х0 м/б разложена в ряд Тейлора в окр этой точки.

Пусть ф-я f(x) беск диф-ма в окр-ти точки х0. Ряд Тейлора им вид (3). Ф-ла Тейлора n-го пор-ка в окр-ти точки х0 им вид 
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где rn остат-й член ф-лы Тейлора для ф-ии f(x) 
[image: image374.wmf]1

0

)

1

(

)

(

)!

1

(

)

(

)

(

+

+

-

+

=

n

n

n

x

x

n

f

x

r

x

 
(ξ промежут-я точка м-ду х и х0)

Т: для того чтобы ряд Тейлора (3) 
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 сходился на пр-ке (x0-R, x0+R) и имел своей суммой f(x) необх и дост, чтобы 
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(x0-R, x0+R) (rn – остаточный член ф-лы Тейлора для ф-ии f(x)

Д: Необх: Пусть ряд (3) сх-ся на (x0-R, x0+R) к f(x) это означ, что 
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(x0-R, x0+R). Учитывая что f(x)=sn(x)+rn(x), rn(x)=f(x)-sn(x), 
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 EMBED Equation.3  [image: image383.wmf]"
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(x0-R, x0+R).

Дост: пусть 
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(x0-R, x0+R), тогда учитывая что rn(x)=f(x)-sn(x), получим 
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(x0-R, x0+R), это и означает, что ряд Тейлора сх-ся в инт-ле (x0-R, x0+R) и его сумма равна f(x).

Т: если для всех х, удовл-х усл-ю |x-x0|<R, ф-я f(x) и ее производная всех пор-ков ограничена одним и тем же числом M>0, т.е. |f(n)(x)|≤M 
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(x0-R, x0+R) (n=0,1…), то ряд Тейлора этой ф-ии 
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 сх-ся к f(x) на (x0-R, x0+R), т.е. 
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x имеет место рав-во 
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М20. Полные метрически простр-ва. Теор Банаха о сжимающем отображении.

Опр: Пусть дано произвольное мн-во М. Говорят, что на М задана метрика, если по нек правилу каждой упорядоченной паре (x, y) из М сопоставлено действит число ρ(x,y) т.о. что вып-ся сл аксиомы: 1) (аксиома неотр-ти и тожд-ва) ρ(x,y)≥0, ρ(x,y)=0 
[image: image397.wmf]Û

x=y; 2) (аксиома симметрии) ρ(x,y)=ρ(y,x); 3) (аксиома треугольника) ρ(x,y)≤ρ(x,z)+ρ(z,y). (ρ(x,y) расстояние от x до y)

Опр: множ-во М с введенной на нем метрикой наз-ся метрич пр-вом <M,ρ>. Эл-ты исх-го мн-ва наз-ся точками.

Пр: Евклидово пр-во, расст м-ду точками A(x1,y1,z1) и B(x2,y2,z2) 
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все акс вып.

Пр Метр пр-во: N-мн-во нат чис c расст ρ(m,n)=|m-n|

Опр: пусть дано ( метрич пр-во М, пусть xn – произвольная посл-ть точек из М. П-ть наз фундаментальной, если ((>0 можно указать такое N(N  что при всех m>N и при всех n>N ((xm,xn)< (
Опр: метр пр-во наз полным, если любая фундаментальная посл-ть точек из этого пр-ва имеет в этом пр-ве предел. В противном случ пр-во наз неполным.

Пр: 1) Числовая ось с Евклидовой метрикой – полное пр-во.

2) Пр-во Q рац чисел с обычной метрикой - неполное пр-во. Действит, Q – незамкнутая часть R, т.к., напр, е – предел посл-ти (1+1/n)n не принадлежит Q.

Опр: пусть дано отобр f: M→M. Точка а
[image: image399.wmf]Î

М наз-ся неподвижной точкой отобр f, если f(a)=a.

Опр: отобр f метр пр-ва М в себя наз сжимающим, если м-но подобрать такое α, (0<α<1), что 
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х1,х2
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М вып нер-во ρ(f(x1),f(x2))≤αρ(x1,x2) (*). Число α наз-ся константой сжатия.

Из опр следует что при сжатии расст уменьш.

Т: (Банаха) всякое сжимающее отображение полного метрического пр-ва в себя имеет в этом пр-ве единственную неподвижную точку.

Д: М – полное метр пр-во. f: M→M – сжатие с константой сжатия α, нужно док-ть, что x=f(x) имеет в М ед-е решение. Возьмем 
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М. x1=f(x0),…, xn+1=f(xn) – посл-ть точек из метр пр-ва М. Это посл-ть итераций. Т.к. f сжатие, то посл итераций явл фундаментальной, а т.к. пр-во М полное, то в нем всякая фунд посл-ть имеет предел 
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M. Док-м, что а и есть неподвижная точка, для этого оценим расст ρ(а,f(а)) ≤ ρ(а,xn+1) + ρ(xn+1,f(а)) = ρ(а,xn+1) + ρ(f(xn),f(а)) ≤ ρ(а,xn+1) + αρ(xn,а). Пусть βn+1= ρ(а,xn+1), αn= ρ(xn,а), тогда 0< ρ(а,f(а)) ≤ααn+ 
βn+1=γn. Т.к. 
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 то αn б/м, βn+1 подпосл αn сл-но βn+1 б/м, сл-но γn б/м. Т.е. 0< ρ(а,f(а)) ≤ γn. lim0=0, limγn=0, по теор о 2-х милиц ρ(а,f(а))=0, а в силу аксиомы тожд-ва метрич пр-в сл a=f(a), a – неподв точка.

Д-м ед-ть. Предпол 
[image: image407.wmf]$

еще одна неподв точка b≠a. a=f(a), b=f(b). ρ(а,b)=ρ(f(а),f(b))≤αρ(а,b) ρ(а,b)≤αρ(а,b) (ρ(а,b)>0). Разделим обе части на ρ получим 1<α, что противоречит тому что 0<α<1, предполож о том что b≠a неверно, сл-но a=b, точка а ед-на.

М21. Обыкновенные диф-е ур-я первого порядка. Задача Коши. Ур-я с разделяющимися переменными. Линейные ур-я.

Опр: диф ур-ем наз-ся ур-е относит неизв-х ф-й, ее произв-х различ пор-ков и независимых пер-х. При этом диф ур обязат должно содержать произв-е искомой ф-ии.

Опр: диф ур наз обыкн, если искомая ф-я явл ф-ей от 1 перем. Если же искомая ф-я явл ф-ей неск-х переем, то такое диф ур наз диф-м ур-ем с частными произв-ми.

Опр: наивысший из пор-ков произв-х, входящих в данное д.у. наз-ся пор-ком этого д.у. 

Обыкн д.у. 1 пор-ка в общ виде выгл F(x,y,y')=0 (*) – это ур-е относит незав перем, искомой ф-ии и ее произв-й. Если д.у. 1 пор(*) м-но разрешить относ произв-й, то его записыв: y'=f(x,y) или 
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 (1) это д.у. 1 пор, разреш-е относит произв-й.

Опр: пусть D – обл опр ф-и f(x,y). Реш-ем д.у. (1) на пр-ке <a,b> наз-ся любая ф-я y=φ(x), обладающая след св-ми: 1) φ(x) диф-ма на <a,b>, 2) точки вида (x,φ(x))
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D, 3) φ'(x)≡f(x,φ(x)) 
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x
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<a,b>

Опр: задачей Коши для д.у. (1) наз-ся задача, состоящая в отыскании реш ур (1), удовл начальным условиям (2) 
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. Геом-ки з-ча Коши: треб-ся найти интегральные кривые д.у. (1), прох-е ч-з точку Р0(x0,y0).

Т: (Коши) Пусть дано д.у. (1) и пусть в нек обл D
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R2 опред и непр-ны ф-ии f(x,y) и f'y(x,y) ее частная произв, тогда 
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 внутр точки Р0(x0,y0)
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D найдется такой интервал (x0-h,x0+h), h>0, на кот определено ед-е реш-е д.у. (1) y=φ(x), удовлетворяющее нач-му усл (2), т.е. φ(x0)=y0.

Опр: диф-е уравнение вида M(x)N(y)dx + M1(x)N1(y)dy=0, чьи коэф-ты при dx и dy явл-ся произвед-ми 2-х ф-й, одна из кот зависит только от х, а другая только от у, наз-ся ур-ми с разделяющимися пер-ми.

Схема решения: предполаг, что M1(x)N(y)≠0, перепишем ур: 
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 это ур-е с разделенными пер-ми. Его общий интеграл им вид: 
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 (3) С – произв пост. При перех к ур-ю с разд-ми пер-ми можно потерять решения, при кот вып M1(x)N(y)=0. Чтобы этого избежать, необх, если реш-я вида х=х0 и у=у0 не получ-ся из общего интеграла (3) ни при каком значении произв пост С, добавить их к тем реш-ям, которые неявно задаются ф-лой (3).

Опр: Лин д.у. 1-го пор-ка наз-ся д.у. вида A(x)y'+B(x)y+С(x)=0 (4), где A(x), B(x), С(x) – зад-е на нек инт-ле ф-ии. (! ЛДУ искомую ф-ю и ее производную сод-т в 1 степ, и не сод-т их произвед). 

Если A(x)≠0 на (a,b), то м-но получить y'+P(x)y=Q(x) (5) где 
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P(x) и Q(x)-зад-е непр ф-ии на (a,b). Ур-е вида (5) наз ДЛУ норм-го вида. Если Q(x)≡0, то получ y'+P(x)y=0 – лин однородное д.у. (ОЛДУ). Если Q(x) не тожд-й 0, то ур (5) наз неоднор-м ЛДУ (НЛДУ)

Способ реш: т.к. ф-я P(x) непр на (a,b), то 
[image: image420.wmf]ò

=

$

dx

x

P

e

x

w

)

(

)

(

, она также непр и диф-ма на (a,b) где 
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 - фиксир первообр-я ф-ии Р(х). Причем 
[image: image422.wmf]ò

=

¢

dx

x

P

e

x

P

x

w

)

(

)

(

)

(
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 т.к. w(x) в 0 не обращ нигде, то (5)
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(6) 
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  z(x) – неизв ф-я. Общее реш д.у. зад-ся сл ф-ей: 
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 или общее реш-е выглядит 
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const (7). Данной ф-лой зад-ся общее реш-е НЛДУ в обл П, (П={(x,y)
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R2| a<x<b, y
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R}).

Полагая в (7) Q(x)≡0, получ общее реш однородн д.у. 
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. Если же в ф-ле (7) положить С=0, то 
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 - частное реш НЛДУ. Сл-но стр-ра общего реш-я НЛДУ: уо.н.=уо.о.+уч.н. Т.о. чтобы найти общ реш НЛДУ дост найти общее реш соотв-го ОЛДУ ( при Q(x)≡0) и к-либо частное реш данного неоднор ур.

Из сказ-го выше след что если P(x) и Q(x) непр на (a,b) то все частн реш ур (5) получ по ф-ле (7) при разных знач произв пост. Т.е. лин ур не имеет особых реш.

Т: (Коши) Если ф-ии P(x) и Q(x) непр на (a,b), то 
[image: image434.wmf]"

 фиксир точки Р0(x0,y0) 
[image: image435.wmf]Î

П на инт-ле (a,b) сущ единственное реш y=φ(x), удовл усл φ(x0)=y0.

М22. Линейные диф-е ур-я второго пор-ка с постоянными коэф-ми.

Опр: Лин д.у. 2-го пор-ка наз д.у. вида y((+p(x)y(+q(x)y=f(x) (1), где p(x), q(x), f(x) – задан непрер на Е=<a,b> ф-и. 

Если f(x)(0 на Е то д.у. наз-ся однородным, если f(x) не тожд ноль, то д.у. наз линейным неоднор. При этом y((+p(x)y(+q(x)y=0 (2) наз соотв ему однор ЛДУ 2-го пор-ка.

Опр: Пара частных решений y1=(1(x) и y2=(2(x) д.у. (2) на (a,b) наз-ся фундаментальной сист частных реш-й ур-я на (a,b), если во всех точках х
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(a,b) определитель 
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 - определитель Вронского.

Опр: Сист ф-й y1=(1(x) и y2=(2(x), опред-х на (a,b), наз линейно зависимой на этом инт-ле, если сущ пара чисел ((1,(2), хотя бы одно из кот (0, и для кот вып (1(1(x)+ (2(2(x)(0 для всех точек (a,b). Если же соотнош вып лишь при нулевых (1 и (2, то сист линейно незав.

Т: если ситема реш-й д.у. (2) на (a,b) лин независима, то она будет фундам-й системой решений этого д.у.

Т: Если сист ф-й y1=(1(x) и y2=(2(x) образуют фунд сист частных реш д.у. (2) на (a,b), то общее реш д.у.(2) зад-ся сл.о. y=c1(1(x)+c2(2(x), c1 и с2 – произв пост.

Т: Если y1=(1(x) и y2=(2(x) образуют фунд сист частных реш однор д.у. (2), F(x) – некот частное реш неоднор д.у. (1), то общее реш неоднор ур (1) м-но задать в виде y=c1(1(x)+c2(2(x)+F(x) c1 и с2 – произв пост. Т.о. структура общего реш НЛДУ такова уо.н.=уо.о.+уч.н.
Опр: д.у. y((+py(+qy=f(x) наз ЛДУ 2-го пор-ка с пост коэф-ми (p, q – некот числа, f(x) – непр на некот пр-ке (a,b)) При f(x)(0 y((+py(+qy=0 (3) это однор ЛДУ.

Л: Если число k1 является корнем кв ур k2+pk+q=0 (*) то ф-я 
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 явл реш-м ур-я (3).

Опр: кв ур (*) наз характеристическим ур-ем (далее – х.у.) для д.у. (3)

P(k)= k2+pk+q – харак-й многочлен д.у. (3)

Т1: Если k1 и k2 – 2 различн действ корня х.у. (*), то обще реш д.у. (3) зад по ф-ле 
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 где c1 и с2 – произв пост.

Д: в силу леммы 
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 будут решениями (3), но т.к. 
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 не тожд const, то они образуют фунд сист решений, значит данной ф-лой зад-ся общее реш.

Т2: если х.у. (*) имеет один двукратный корень k0 то общее реш д.у. (3) им вид: 
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 где c1 и с2 – произв пост.

Д: 
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 - решение, тогда легко доказать, что 
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 также явл реш-ем. Т.к. 
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 не тожд const, то они образуют фунд сист решений, значит данной ф-лой зад-ся общее реш.

Т3: если х.у. (*) имеет 2 комплексных сопряж корня k1=α+iβ, k2=α-iβ (дискриминант <0), то общее реш: y=eαx(c1cosβx+c2sinβx) где c1 и с2 – произв пост.

Рассм НЛДУ с пост коэф-ми y((+py(+qy=f(x) (4) (p, q – некот числа, f(x) – непр на некот пр-ке (a,b)) напомним, что уо.н.=уо.о.+уч.н 

уч.н =Q(x)eαx Q(x) – неизв многочлен. Найдя y( и y(( и подставив в (4) получим Q''(x) + (2α+p)Q'(x) +(α2+pα+q)Q(x)≡Pm(x).

(''(α) – коэф перед Q''(x), ('(α) – коэф перед Q'(x), ((α)–коэф перед Q(x)

Q(x)= Qm(x)= Bmxm+ …+ B1x +B0
Pm(x)= Amxm+ …+ A1x +A0
((k)=k2+pk+q – хар-й мн-н.

Л1: если α не явл корнем хар-го мн-на, то частное реш неоднор ур (4) м-но искать по ф-ле уч.н =Qm(x)eαx, Qm(x) - некот многочлен степ m, коэф-ты кот м-но найти методом неопределенных коэф-в, решив сист (**): 
[image: image448.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

×

+

×

×

¢

=

×

-

-

...

)

(

)

(

)

(

1

1

m

m

m

m

m

A

B

B

m

A

B

a

l

a

l

a

l


Л2: если α явл простым корнем хар-го мн-на, то уч.н =хQm(x)eαx
Л3: если α явл двукратным корнем хар мн-на, то уч.н =х2Qm(x)eαx
Т: частное реш неоднор ур (4) м-но искать в виде уч.н =хsQm(x)eαx, где s – кратность корня α хар мн-на, Qm(x) – нек мн-н степ m.

Пусть дано д.у. вида y((+py(+qy= eαx(Emcosβx + Hmsinβx) (5), где p, q, α, β – const, Em(x), Hm(x) – мн-ны степени не выше m. Применяя ф-лы Эйлера, (5) м-но переписать как y((+py(+qy= e(α+iβ)xDm(x)+ e(α-iβ)xNm(x) (6)

Л: если ф-я y=φ1(x) явл реш-ем д.у. y((+py(+qy=f1(x), а ф-я y=φ2(x) явл реш-ем д.у. y((+py(+qy=f2(x), то y=φ1(x)+φ2(x) будет реш-ем д.у. вида y((+py(+qy=f1(x)+f2(x).

Рассм 2 вспом ур

 y((+py(+qy=e(α+iβ)xDm(x) и 

y((+py(+qy = e(α-iβ)xNm(x). 

Их реш-я уч.н1=хsLm(x)e(α+iβ)x и уч.н1=хsFm(x)e(α-iβ)x
Т: Частное реш д.у.(6): 

уч.н1=хs(e(α+iβ)x Lm(x)+ e(α-iβ)x Fm(x))

Частное реш д.у. (5): уч.н1=хseαx(Pm(x)cosβx+Qm(x)sinβx)

Зам: т.к.корень α+iβ хар-го ур-я м/б лишь простым, то в последней формуле значение s может быть либо 0, либо 1.

М23. Показательная функция комплексной переменой. Формулы Эйлера.

Опр: Пусть z – произв. комплексное число, по определению полагают, что показательной ф-ей комплексного переменного явл. ф-я вида w=ez.

Т.Ф-я F(z)=F(x+iy)=ex(cos(x)+isin(y)) явл. аналитическим продолжением экспоненты f(x)=ex с вещественной оси на всю комплексную плоскость.

Док-во:

1. Пусть z(R => z=x+0i => F(z)=ex(1+0i)=ex=f(x)  2. F определена на C.

3. Пусть U(x,y)=excos(y), V(x,y)=exsin(y).
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Условие Даламбера-Эйлера выполняются при всех x и y. Т.е.
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Функция имеет производную в любой точке, следовательно она имеет производную на всей комплексной плоскости.

Замечание: 
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Опр: Комплексная экспонента определяется по следующей формуле
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(ex=|ez|). (Такая функция единственна!)

|ez|=ex>0 => ez(0 (для всех z(C) Arg(ez)=y.

Положим x=0, тогда 
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(Формула Эйлера)

Рассмотрим тригонометрическую форму комплексного числа:
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(показательная форма комплексного числа)

Т. В комплексной плоскости сохраняются известные тождества, связанные с экспонентой, в частности справедлива теорема сложения: 
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Т. Показательная функция непрерывна на всей комплексной плоскости.

Т. Показательная функция разлагается в степенной ряд вида:
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Периодичность ez+2
[image: image457.wmf]p

in=ez и обратная по отношению к логорифму w=Lnz.

М24. Синус и косинус в комплексной области.

Т1. Ф-ии  
[image: image458.wmf])

(

2

1

)

(

1

z

i

z

i

e

e

x

f

×

-

×

+

×

=



 EMBED Equation.3  [image: image459.wmf])
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явл. аналит. продолжением с веществ. оси на компл. плоскость ф-ий

cos(x) и sin(x).

Док-во:

1. Область опред. f1 и f2 вся  компл. плоскость.

2. z=x+0i, тогда 
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 по фор-ле Эйлера
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(1),(2) – f1 продолж. Cos(x). Аналогично для f2.

Проверим диф-ть ф-ий. По правилам диф-ия эти ф-ии во всей плоскости => аналитичны во всей плоскости
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Т2. Все известные из школы тригоном. формулы верны и на компл. плоскости.

Т3. Cos(z) сохр. св-ва чётности, а sin(z) - нечётной и на компл. плоскости.

Т4. Ф-ии cos(z) и sin(z) – периодические с периодами T=2πn и никаких других периодов нет.

Т5. Ф-ии cos(z) и sin(z) непрерывны на всей комплексной плоскости.

Т6. Ф-ии cos(z) и sin(z) не могут обращаться в нуль вне вещественной оси, т.е. уравнения cos(z)=0 и sin(z)=0 не имеют мнимых корней.

Т7. Ф-ии cos(z) и sin(z) на комплексной области явл. ф-ми неограниченными.

Т8. Ф-ии cos(z) и sin(z) разлагаются в степенные ряды вида (z(C)

Для ф-ии sin(z): 
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Для ф-ии cos(z): 
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Вычисление значений этих функций удобно производить по формулам: 
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где ch и sh – гиперболические косинус и синус.
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{ch(y) – sin(y)=1}

cos(iz)=ch(z);

sin(iz)=I sh(z);

М25. Логарифмическая функция в комплексной плоскости.

Опр: Натуральным логарифмом комплексного числа z называется такое число w, что 
[image: image467.wmf]z
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. (изучение остальных случаев сводится к натуральным логарифмам)

Т1. Область определения комплексного логарифма – вся комплексная плоскость с выколотым нулём.

Док-во:

1. Пусть z=0 => ew=0.

Такого быть не может.

2. Пусть z(0 => z=reir
w=u+iv. Тогда ур-е ew=z имеет вид eu+iv=rei( <=> 
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Замеч-е: Отличное от нуля число имеет бесконечно много логарифмов. Положив в этой формуле n=0 и взяв в кач-ве Arg(z) – главное значение аргумента, получим главное значение логарифма
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(получаем главную однозначную ветвь многозначной функции)

Опр: Ф-ия вида w=Ln(z) (z(C) называется логарифмической функцией комплексного переменного. Эта ф-я явл. обратной по отношению к показательной ф-ии комплексного переменного w=ez
Св-ва:

1. область определения – комплексная плоскость с выколотым нулём.(D=C\{0})

2. Эта функция непрерывна на комплексной плоскости с разрезом вдоль отрицательной действительной полуоси

и 
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Рассмотрим главную однозначную ветвь логарифмической функции:

Область определения - проколатая плоскость. Если в качестве z=x (x(R+) тогда ln(z)=ln(x) => формула задаёт аналитическое продолжение логарифмической ф-ии на вещественной полуоси на проколутую комплексную плоскость. Это продолжение является непрерывным на комплексной плоскости с разрезом вдоль отрицательной действительной полуоси.

Для этой ф-ии справедливы следующие формулы:
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(при рассмотрении многозначной функции эти равенства следует понимать как равенство двух множеств).
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где 
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