1. Покажите, что приписыв. к м-це 1й строки либо не меняет ее ранга, либо увел. его на 1.

Если мы припишем к м-це одну строку, то возможны два случая:

1) либо эта строка лин не выраж ч/з другие, тогда строки остались лин не завис, след-но ранг увелится на единицу.

2) мы приписали строку, кот лин выраж ч/з другие, тогда ее можно вычеркнуть, след-но мы не изменили к-во лин независ строк, поэтому ранг не изменился.

2. Выясните, явл ли сист в-ров 
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Составим произв комбинацию в-ров этой сист, приравняем к нулев в-ру 
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 - нетрив комб. След-но в-ра 
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 - лин зависимы.

3. Док-те, что сист в-ров, содерж 2 равн в-ра, лин завис.

Пусть 
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)

(

)

n

1

n

1

b

,

,

a

,

,

K

K

b

b

a

a

=

, т.е. 
[image: image12.wmf]0

,

,

0

,

,

1

1

1

1

=

-

=

-

Þ

=

=

n

n

n

n

b

a

b

a

b

a

b

a

K

K

 Рассм сист: 
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. Покажем, что лин завис. Пусть 
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. Нетрив комбин 
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4. Док-те, что если часть сист в-ров лин завис., то и сама сист лин завис.

(1) 
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(2) 
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 - лин завис, т.е. существ нетрив комб 
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0

0

1

1

1

=

+

+

+

+

+

+

n

m

m

m

a

a

a

a

K

K

l

l

, притом хотя бы одна λ не = 0. Т.о. существ нетрив комбин, что сист (1) равна нуль в-ру, след-но (1) – лин завис.

5. В каком случае сист в-ров имеет единств базис?

1) Сист в-ров состоит из ненулевых в-ров, тогда имеет единст базис, если она лин независ.

2) Если в сист в-ров есть нулев в-ра, то она имеет ед базис, если ранг сист (т.е. кол-во в-ров в базисе) равен к-ву ненулев в-ров.

1. пусть сист: 
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 - лин незав, тогда rang=n (по опред ранга), след-но базис состоит из этих же в-ров

2. сист S: 
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 rang=n. Вычеркнем все нулев в-ра. S1: 
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 S~S1 след-но rangS=rangS1=n. Если S1 лин завис, то в ней есть хотя бы один в-р, кот лин выраж ч/з остальн, вычеркнем его. И т. д. Получим S2: 
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 - лин независ, rang S2=k, k<n. S1~S2, след-но rangS1=rangS2, n=k. Получаем противоречие, след-но S1 – лин независ, а след-но, она явл базисом. Другого быть не может, т.к. если сист сод нуль-в-р, то она лин завис.

6. Найти условия, необх и дост для того, чтобы 3 точки 
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 пл-ти ХОУ лежали на 1й прямой.


[image: image27.wmf](

)

(

)

(

)

3

3

2

2

1

1

y

,

,

y

,

,

y

,

x

C

x

B

x

A


Рассм в-ры 
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 и 
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. Чтобы точки А, В, С леж на 1й прямой необх, чтобы в-р 
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 был коллен 
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 Сост сист 
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, т.е. мы получили след: чтобы три точки лежали на 1й прямой их корд должны удовлетв рав-ву 
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. С другой стороны, если они лежат на одной прямой, то удовл ур-нию прямой. Ч/з любые 2 точки можно провести прямую, притом 
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. Чтобы третья точка лежала на этой прямой, она должна удовл этому ур-нию 
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7. Найдите корд мн-на 
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 - мн-н ряда Тейлора, при разложении в окр т х0=α, т.е. 
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. Чтобы найти корд мн-на f(x) в этом разложении нужно найти 
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т.е. корд имеют вид
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8. Док-те, что группа всех полож действ чисел по умнож изоморфна группе всех действ чисел по слож.

<R,+>,<R+,*> - группы, f(x)=3x
1) 
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf](
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3) 
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4) 
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9. Образуют ли числ кольцо все числа вида 
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не замкнуто по умн, след-но <G,+,*> не явл кольцом.

10. Приведите примеры делит нуля в кольце ф-ций, непрер на отрезке 
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 g(x) и f(x) непрер на 
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11. Док-те, что поле не имеет делит. нуля.

ОПР: Полем наз-ся ассоц-коммут кольцо (если 
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Действительно, пусть 
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Обратимый эл-т кольца не может быть делителем нуля. x=b и х=0, что противоречит тому, что ax=b им равно одно реш, если для 
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ОПР: Полем наз-ся алгебра <P,+,*>, содержащая не менее 2х эл-тов, если вып-ся условия: 1) <P,+> - абелева группа, 2) <P\{0},*> - абелева группа, 3) 
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Док-м, что в поле нет делителей нуля. Пусть они есть. Это а и b 
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. Т.к. они делители нуля, т.е. ab=0 
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 Но <P\{0},*> - абелева группа, тогда <P\{0},*> - алгебра, сл-но P\{0} замкн по умнож «*». След-но 
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12. Док-те, что кольцо вычетов по мод m будет полем т.и т.т., когда m простое.

В кольце 
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 - Кл взаимно прост с mod.

Т1: (Мн-во классов вычетов, взаимно прост по мод с модулем образуют по умн абелеву группу).

<M,*> - абелева группа, <Zm,+,*> - ассоц-коммут кольцо с единицей, причем <Zm\{0},*> - абелева группа, значит <Zm,+,*> - поле. 

Мы показали, что если р – простое, то Zp – поле. Док-м Т1.


[image: image77.wmf]{

}

1

1

0

,

,

,

-

=

m

K

K

K

M

K

 - взаимно прост с мод. М всегда не пусто, т.к. 
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1) Покажем, что М замкн по умн. Пусть 
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2) М – подмн-во Zm. “*” – ассоц в Zm, след-но ассоц в М.

3) 
[image: image80.wmf]М
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4) Рассм 
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<M,*> - группа. Умн в Zm коммут, значит и в М коммут.

<M,*> - абелева группа. 
Док-м обратное. Допустим, что m – сост, т.е. 
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[image: image89.wmf](
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. Получ, что в Zm есть делит нуля, а в поле их быть не должно, след-но m – простое.

13. Покажите, что поле всех м-ц вида 
[image: image90.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

a

b

b

a

2

 с рац a и b изоморфно числ полю всех чисел вида 
[image: image91.wmf]2

b

a

+

 с рац a и b.

Пусть F: 
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1) F – отобр из поля м-ц 
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2) F: 
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 F: 
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 F: 
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3) 
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4) Док-м, что F – изоморфизм. Пусть 
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F – сюръекция. Т.о. F – биекция, значит F – изоморфизм.

14. Док-те, что 3457-1 дел-ся на 11.

По опред мод показать, что 
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15. Док-те, что n7-n дел-ся на 7 для люб-го натур n.

1) при k=1 
[image: image110.wmf]7
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2) пусть при n=k 
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Проверим при n=k+1: 
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3) по ПМИ верно при любом нат n.

16. Док-те, что n2<2n при n>4, где 
[image: image113.wmf]N
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Решаем ММИ. 1) 
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2) Пусть при n=k, k>4 нер-во верно: k2<2k.

Пров-рим при n=k+1 и пок-м, что нер-во верно, т.е. (k+1)2<2k+1.

2k+1=2*2k>2k2 (по инд допущ), но при k≥1 имеет место нер-во: 2k2>(k+1)2: 2k2>(k2+2k+1)→k2-2k-1>0↔(k-1)2-2>0, что вып-ся при k>2. Итак 2k+1>2k2>(k+1)2, т.е. 2k+1>(k+1)2
3) По принципу мат инд, заключаем, что нер-во верно при всех нат n>4.

17. Док-те, что 32n+1+2n+2 дел-ся на 7, 
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1) n=1 33+23=27+8=35 дел-ся на 7

2) n=k – «и», т.е. 
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3) По ПМИ заключаем, что 
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 при любом натур n.

18. Док-те, что мн-н xn-1 не имеет кратных корней при любом 
[image: image119.wmf]N
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f(x)=xn-1. Для того, чтобы мн-н не имел кратных корней, он должен быть взаимнопрост со своей произв, т.е. 
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 НОД(f(x),f'(x))=1

Можно заметить, что корнями мн-на f’(x) явл лишь х=0, но нуль не явл корнем мн-на f(x), т.е. в его разложении на мн-ли не будет мн-ля х. Тем самым мы показали, что мн-ны взаимнопросты, а значит f(x) не имеет кратных корней.

19. Пусть f – мн-н с цел коэффиц. Док-те, что он не имеет цел корней, если f(0) и f(1) нечет
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 - нечетн. Док-м от противного, пусть f(x) имеет целый корень m, тогда он среди делителей a0, значит нечетн. Если m – корень, то для 
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. Возьмем k=1, получим 
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 - четн, т.е. мн-н f(1) дел-ся на четн число, а значит f(1) – четно, что противоречит условию. Мн-н f(x) не имеет целых корней
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