А1. Прямое произведение множеств. Бинарные отношения. Пр-ры. Фактор-множество.

Пусть даны 2 непустых мн-ва А и В

Опр: Декартовым (прямым) произведением мн-в А и В наз мн-во всех упорядоченных пар, 1-й элем кот 
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Опр: бинарным отношением м-ду мн-ми А и В наз-ся всякое подмн-во их прямого произв-я. 
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Опр: если ρ – бин отнош м-ду А и В, то А – наз началом отнош, а В – концом. 

Если пара (a,b)
[image: image5.wmf]Î

ρ, то говорят, что элем а вступает в отнош ρ с элем b (aρb или b=ρ(a))

b – образ а, а – прообраз b.

Опр: обл-ю опр-я бин-го отнош-я наз-ся мн-во всех первых координат пар, вступающих в отнош. Domρ={a|(a,b)
[image: image6.wmf]Î

ρ}

Опр: обл-ю знач бин отнош-я наз мн-во, состоящее из всех вторых корд пар, вступающих в отнош. Imρ={b|(a,b)
[image: image7.wmf]Î

ρ}

Опр: ρ-1={(b,а)|(a,b)
[image: image8.wmf]Î

ρ} – бин отнош обратное к ρ. Domρ-1=Imρ, Imρ-1=Domρ
Опр: под бин отнош-ем на некот непустом мн-ве А поним такое бин отнош ρ, начал и конец которого есть мн-во А, иначе ρ – мн-во упорядоч пар с элем-ми из А.

Пр: 1)А=Z, ρ – отнош ≤, (a,b)
[image: image9.wmf]Î

ρ означ a≤b
2) М – мн-во треугольников пл-ти, (a,b)
[image: image10.wmf]Î

ρ означ (А((В

3)А=Z, (a,b)
[image: image11.wmf]Î

ρ означ (a-b)делится на 3.

4) А – мн-во студентов 5 курса, (a,b)
[image: image12.wmf]Î

ρ означ a и b учатся на одном курсе.

Опр: бин отнош ρ на мн-ве А наз-ся отношением эквивалентности, если оно рефлексивно: (а(А ((а,а)(ρ), симметрично: (a,b(А ((a,b)(ρ((b,a)(ρ), и транзитивно: (a,b,с(А ((a,b)(ρ((b,c)(ρ((a,c)(ρ)

Опр: Пусть А≠(. Система его подмножеств А1, А2, …, Аn (необяз конечная) назыв разбиением мн-ва А на классы если вып усл: 1) каждое из подмн-в непустое, 2) попарное пересечение любых 2-х подмн-в пусто, 3) объединение всех подмн-в есть мн-во А

При этом мн-ва А1, А2, …, Аn называются классами разбиения.

Т: Всякое разбиение непустого мн-ва на классы порождает отношение эквив-ти на этом мн-ве.

Пусть А непуст мн-во, А1, А2, …разбиение А на классы. Зададим на А бин отнош: (x,y)(ρ, если х находится в одном классе разб-я с у.

Опр: построенное отношение ρ называется отношением эквивалентности, порожденным данным разбиением на классы.

Т: Всякое отношение эквив-ти на непустом множестве порождает разбиение этого мн-ва на классы

Д: А≠(. ρ – отношение экв-ти на А. (а(А построим новое мн-во, которое назовем классом эквивалентности элемента а: Ка={x|x(A((x,a)(ρ} Построим классы эквивал-ти для всех элем-тов мн-ва А. Кa, Kb, … (*) Если среди элементов мн-ва (*) есть одинаковые, то вычеркнем лишние классы, оставив по одному из мн-ва совпадающих классов. Оно не будет совпадать с предыдущим. Ka, Kg, …(**)/ Это мн-во является разбиением А на классы, т.к. каждое мн-во непусто, их попарное пересечение пусто (т.к. мы оставили по одному из совпадающих) и объединение их есть наше мн-во А. ч.т.д.

О: разбиение (**) назыв разбиением мн-ва А на классы, порожденные отношением эквивалентности ρ.Иначе это разбиение назыв фактор-множеством мн-ва А по отношению эквивалентности.

А2. Понятие группы. Примеры. Простейшие св-ва групп. Гомоморфизмы групп. Подгруппы.

Опр: двуместной или бинарной алгебраической операцией на мн-ве А наз всякое отображение мн-ва А2=А(А в А, т.е. каждой упорядоченной паре эл-тов из А ставится в соотв конкр элем из А.

Опр: Алгеброй наз упорядоч пара (A,((, где А≠( ( - мн-во алгебраич операций на А.

Опр: Группой наз-ся алгебра (G,*( с одной бинарной операцией, для кот вып-ся условия: 1) * - ассоциативна, т.е. (a,b,c(G (a*b)*c=a*(b*c), 2) во мн-ве G существ нейтральный элем по операции *, т.е. (e(G (a(G a*e=e*a=a, 3) (a(G (a( a*a(=a(*a=e (элемент a' – симметричн для а элемент по операции *)

G – мн-во-носитель группы, * - групповая операция.

Опр: если в группе операция * коммутативна: (a,b(G a*b=b*a - то группа называется комутативной или абелевой. 

Опр: если групповой операцией явл опер «+» то группа назыв аддитивной, а(= -а (противоположный к а), если групповой операцией явл опер «(», то группа назыв мультипликативной, а(=а-1 (обратный к а)

Пр: 1) <R,+>аддитивная гр абелева; 2) <R\{0},(> абелева мультипл гр; 3) <{0},+> - группа; 4) <{1}, (> - гр; 5) <{1, -1}, (>коммут группа, е=1, 1(=1, -1(=-1; 6) <M2(2 над R, +> - абелева гр; 7) <{a+b(3|a,b(Z}, +> - абелева гр; 8) <R,(> - не группа, т.к. для 0 нет симметричного по операции умнож элемента.

Св-ва групп:

1) нейтральный элем в гр единств

2) для всякого элемента группы ему симметричный элемент единств

3)Всякое уравнение a*x=b имеет в группе единств реш-е x=a(*b
Д: докажем что a(*b явл реш-ем этого уравнения a*(a(*b)=(a*a()*b=e*b=b, т.е. x=a(*b явл реш-м ур-я. Покажем, что других реш нет. Допустим противное, пусть есть еще одно реш с≠a(*b, такое что a*c=b. C одн стор a*(a(*с)=a(*b, с др стор a*(a(*с)=(a*a()*с=e*с=с, т.е. a(*b=с - противоречие. Допущение неверно, др реш нет.

4) (a,b,c(G вып законы сокращения a*b=a*c(b=с (b*a=c*a(b=c)

5) (a,b(G a*b=a(b=e (b*a=a(b=e)

6) (a,b(G a*b=e( (b*a=e(b=a()

7) (a,b(G (a()(=a

8) (a,b(G (a*b)(=b(*a(
Сл: (a1,a2, …, an (a1*a2* …*an)(=an(* …*a2(* a1(
Опр: Пусть (G1, (( и (G2, (( группы. Отображение f мн-ва G1 во множ G2 называется гомоморфизмом (гомоморфным отображением) группы G1 в группу G2, если оно сохраняет групповую операцию (a,b(G1 f(a(b)=f(a)(f(b).

Пр: <Z,+> и <M,+> где M={2k|k(Z} f(a)=2a – гом-зм гр <Z,+> в гр <M,+>

Опр: гомоморфизм, являющийся биекцией, называется изоморфизмом.

Св-ва гом-змов: 

1) при гомоморфизме образом нейтрального эл-та 1-й группы явл нейтральный эл-т 2-й группы

2) при гом-зме образом элемента симметричного к данному явл элем симметричный к образу данного

Опр: Пусть (G1, (( и (G2, (( группы. f: G1(G2 гомоморфизм. Ядром гом-зма f наз множество всех прообразов нейтрального элемента группы G2 данного гом-зма. Kerf={x|x(G1(f(x)=e2}

Опр: гр (G1, (( наз изоморфной группе (G2, ((, если сущ изоморфное отображение 1-й группы во 2-ю. G1( G2
Опр:Пусть (G, (( группа. A(G, A≠(. ⊙ - ограничение опреации ( мн-вом А. Если пара (А,⊙( является группой, то она назыв подгруппой группы(G1, ((.

Замеч: часто для упрощения записи операцию ⊙ записыв так же как (.

Опр: сужением или ограничением опер fn наз-ся такая n-местная опер gn, определенная на мн-ве В, что (b1,…,bn(B gn(b1,…,bn)= fn(b1,…,bn)

Т: (критерий подгруппы) Пусть (G, (( группа. A(G, A≠(. ⊙ - ограничение опреации ( мн-вом А. Пара (А,⊙( образует подгруппу (G, (( т и т т, если 1) мн А замкнуто относит операции ⊙ (a,b(A a⊙b(A, 2) (a(A a((A (a( симметр к а по опер()

Всякая группа обладает по кр мере 2-мя подгр: она сама и подгр, состоящая только из нейтрального элем, в случае если мн-во G содержит только один элем, подгруппы совпадают.

Т: если f – гомом-зм гр (G1, (( в гр (G2, ((, то ядро гомоморфизма образует подгр гр G1.

Пр: <M,+>, где M={2k|k(Z} образует подгруппу группы <R,+>


А3. Понятие кольца. Простейшие св-ва кольца. Гомоморфизмы колец. Подкольца.

Опр: двуместной или бинарной алгебраической операцией на мн-ве А наз всякоеотображение мн-ва А2=А(А в А, т.е. каждой упорядоченной паре эл-тов из А ставится в соотв конкр элем из А.

Опр: Алгеброй наз упорядоч пара (A,((, где А≠( ( - мн-во алгебраич операций на А.

Кольцом наз алгебра (К, +, (( с 2-мя бинарными опер, называемыми сложением и умножением соотв-но, для которой вып сл усл: 1) пара (К, +( явл абелевой группой (Группой наз-ся алгебра (G,*( с одной бинарной операцией, для кот вып-ся условия: 1) * - ассоциативна, т.е. (a,b,c(G (a*b)*c=a*(b*c), 2) во мн-ве G существ нейтральный элем по операции *, т.е. (e(G (a(G a*e=e*a=a, 3) (a(G (a( a*a(=a(*a=e (элемент a' – симметричн для а элемент по операции *) если в группе операция * коммутативна: (a,b(G a*b=b*a - то группа называется комутативной или абелевой.), 2) вып-ся дистрибутивные з-ны умножения относительно сложения: (a+b)c=ac+bc и c(a+b)=ca+cb.

К – носитель кольца, + и ( - кольцевые операции. (К, +( -аддитивная гр кольца. Кольцо в кот умнож-е коммутативно – коммут-е кольцо, в кот умн-е ассоц-но - ассоциат-е кольцо, ком-но и асс-но – коммутативно-ассоциативное кольцо. Если в кольце есть нейтральный по умнож-ю эл-т, то этот эл-т назыв единицей кольца, а кольцо – кольцом с ед-й

Пр <Z, +, (> - асс-ком кольцо; <M2(2над R, +, (>; <{a+b(2|a,b(Z},+, (>.

Св-ва колец: (К, +, (( - кольцо

1) в кольце ( единств нуль(нейтр по слож эл)

2) (a(K ( единств -a (K a+(-a)=0

3) (a,b(K a+x=b имеет в кольце единств реш x=(-a)+b 

4) (a,b(K a+b=a(b=0

5) (a,b(K a+b=0(b=-a

6) опер вычит-я: (a,b( K a-b=a+(-b) явл-ся бинарн алг-й опер-й в К

7) (a1, …,an(K однозначно опред-ся сумма a1+…+an, результат которой не зависит от порядка слаг-х и расстановки скобок в ней

8) (a(K a(0=0(a=0

9) (a,b(K (-a)b=a(-b)=-(ab)

10) (a,b(K (-a)(-b)=ab

11) (a,b,c(K c(a-b)=ca-cb и (a-b)c=ac-bc (дистриб з-ны умнож относит слож)

Опр: пусть (К1, +, •( и (К2, (, ⊙( кольца. Отобр f: К1(К2 наз-ся гомоморфизмом кольца К1 в кольцо К2, если оно сохраняет кольцевые операции: (a,b(K1 f(a+b)=f(a)(f(b), f(a•b)=f(a)⊙f(b).

Пр: f: <R,+,(>( <Z,+,(> гом-зм

Опр: гом-зм являющийся биекцией наз изоморфизмом.

Опр кольцо К1 наз изоморфным кольцу К2, если ( изом-зм К1 в К2 К1(К2
Т: отношение изом-зма явл отнош-ем эквив-ти на мн-ве колец

Опр: Пусть (К, +, (( кольцо А(К, А≠(, ( и ⊙ - огранич опер + и ( мн-вом А. Если тройка (А, (, ⊙( явл кольцом то она назыв подкольцом кольца К.

Пр: <{3k|k(Z},+,(> образ подк-цо к-ца (Z, +, ((
Если (К, +, (( кольцо то (К, +, (( и ({0}, +, (( - его подк-ца (0 – нейтр элем по +)

Т: (критерий подк-ца) пусть (К, +, (( кольцо А(К, А≠(, ( и ⊙ - огранич опер + и ( мн-вом А. (А, (, ⊙( подкольцо кольца К т и т т,когда вып усл: 1) мн А замкнуто относит опер ( и ⊙:(a,b(А a(b(A, a⊙b(A; 2) (a(А ( ему противоп -a(А (эл-т симметр а по опер слож в А)

Д: Необх-ть: пусть (А, (, ⊙( подкольцо кольца К, по опред подк-ца эта тройка – кольцо сл-но вып-ся усл 1 и 2.

Дост: пусть (К, +, (( кольцо А(К, А≠( и вып условия 1 и 2. (А, (, ⊙( - алгебра с 2-мя бинарн опер-ми, т.к. вып усл 1. Рассм (А, ((. Т.к. тройка К – кольцо, то (К, +( - абелева гр. Воспольз критерием подгр-пы. Тогда из условий 1 и 2 след (А, (( подгр группы (К, +(, т.е. (А, (( - группа. Т.к. ( огранич-е +,то (a,b(А a(b=a+b=b+a=b(a, ( - коммутат, (А, (( - абелева. (a,b,с(А (a(b)⊙с=(a+b)c=ac+bc=a⊙c(b⊙с аналогично для левого дистриб закона. Получ (А, (, ⊙( - кольцо, тогда по опр подкольца эта тройка будет подкольцом кольца К. ч.т.д.

Т: (критер подк-ца 2) пусть (К, +, (( кольцо А(К, А≠(, ( и ⊙ - огранич опер + и ( мн-вом А. (А, (, ⊙( подкольцо кольца К т и т т,когда вып усл: 1) (a,b(А a⊙b(A; 2) (a,b(А a-b(A
А4. Поле. Основные св-ва. Изоморфизмы полей. Числовые кольца и поля.

Опр: полем наз-ся алгебра (P,+,(( с 2-мя бинарными опер, если вып сл усл: 1) (P,+( абелева гр, 2) (P\{0},(( абелева гр, 3) вып дистрибут-е з-ны умнож-я относит слож: (a,b,c(P (a+b)c=ac+bc c(a+b)=ca+cb.

Опр2: Полем наз ассоциативно-коммутативное кольцо, в кот более 1 эл-та и всякое ур-е вида a(x=b однозначно разрешимо для люб b и для люб a≠0.

Пр: (R,+,((; ({0,1},+,((; (R,(,⊙(, где 
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 и a⊙b=ab
Св-ва полей:

1. Никакое поле не содержит делителей нуля: (a,b(P a≠0, b≠0 (a(b(0

2. считая, что символом 
[image: image14.wmf]a
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 (a≠0) обознач-ся единств реш-е ур-я a(x=b имеем: 

а) –а=(-е)(а, где е - единица поля Р

б) (a({P\0} (a-1)-1=a

в) b/a=ba-1=a-1b 

г) 
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д) 
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[image: image18.wmf]1

)

)(

(

)

(

1

1

=

=

=

×

=

=

×

-

-

ab

ab

ba

ab

ba

ab

a

b

b

a


з) 
[image: image19.wmf]b

a

c

b

c

a

=

×

×

 (с(0)

3. а) если для нек числа n(N и к-либо эл-та a(P (a≠0) вып рав-во na=0, то ne=0

б) если для нек числа n(N ne=0 то (a(P na=0 (эл-т ne это символ, означающий n-кратное единицы)

Опр: наим натур число n, для кот вып рав-во ne=0 наз характеристикой поля. Если же такого натур числа нет, то говорят, что поле Р имеет хар-ку «нуль» или что это поле нулевой хар-ки хар-ку обозн charP
Пр: Поля Q, R, C имеют нулевую хар-ку.

Zp – поле классов вычетов по модулю р charZp=p
Вообще все конечные поля имеют конечную хар-ку. ( и беск поля с конечной хар-кой. Если поле Р имеет хар-ку р, то р – простое число

Опр: пусть (P1,+,(( и (P2,(,⊙(.Отобр f: P1(P2 наз гомоморфизмом поля Р1 в поле Р2 если оно сохраняет операции поля (a,b(Р1 f(a+b)=f(a)(f(b), f(a(b)=f(a)⊙f(b).

Опр: гом-зм, являющийся биекцией, наз-ся изоморфизмом.

Опр: числовым кольцом (полем) наз всякое подк-цо (подполе) к-ца (поля) С – компл чисел.

Пр: к-цо квадратных матриц Mn(R) порядка n над полем R, кольцо классов вычетов по модулю m.

Опр: числовым полем наз мн-во Р содержащее не менее 2 чисел, если оно замкнуто относит действий слож, умнож, вычит, делен.

Опр: непустое мн-во К наз числ кольцом, если оно замкнуто относ слож, вычит, умнож, делен.

Т: Все рац числа содержатся во всяком числовом поле. Это означ, что поле Q рац чисел явл подполем всякого числового поля. 

Д: пусть Р произв числовое поле , в нем найдется число а(0. Благодаря замкнутости Р относит «-» и «:» имеем 0=а-а(Р, 1=а:а(Р. Из 1(Р благодаря замкнутости Р относит «+», применяя это св-во (n-1) раз, имеем для (n(N [image: image1.wmf]Î


Для произвольного полож рац 
[image: image20.wmf]m
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 (n,m(N+). Благодаря замкнутости Р относит деления из n,m(P получ n/m=n:m(P. Из 0, n/m(Р благодаря замкнутости Р относительно вычитания получ (-n/m)=0-n/m(P. Т.о. получили, что во всяком числ поле сод-ся все рац числа. Ч.т.д.

Т: (критерий подполя) Пусть (P,+,(( - поле. А(Р, |A|(2 ( и ⊙ - огранич операций + и ( мн-вом А. Тройка (А, (,⊙( явл подполем поля Р т и т т, когда вып усл: 1) А замкн относ ( и ⊙ (a,b(А a(b(A, a⊙b(A, 2) (a(А -а(А, 3) (a(А а(0 а-1(А.



А5. Система натур чисел. Принцип мат индукции. Св-ва сложения и умножения нат чисел. Отношение порядка на множестве нат чисел.

Пусть N некот непуст мн-во. Его эл-ты буд называтт натур числами. Пусть 1 – выделенный элемент на N. Пусть ( (штрих) бинарное отношение на N. Назовем его отношением следования на N. n=m( означ, что нат число n следует за нат числом m. 

Тройка <N,1,(> (алгебр сист) наз-ся системой нат-х чисел, если вып аксиомы Пеано:

1) Единица есть натур число, оно не следует ни за каким нат числом. 1 называют начальным элементом.

2) за каждым нат числом следует одно и только одно нат число.

3) Никакое нат число не следует за различными нат числами (если x(=y(, то x=y).

4) (аксиома мат индукции) Если мн-во М, состоящее из к-либо натур чисел таково, что:

а) 1(М

б) из условия, что n(M следует, что n((M, тогда M=N.

4-ю аксиому Пеано м-но сформулировать сл.о.: Если нек утвержден T(n) определенное ( нат чисел n верно для нат числа 1, и из предположения, что оно верно для некот натур-го n следует справедливость этого утвержд и для числа n(, следующего за n, то утвержд T(n) верно для всех нат чисел.

Эту формул-ку наз принципом мат индукции.

Другие формул-ки: 

1) если нек теорема T(n) при n(N верна для заданного нат числа n=k и из допущ-я справ-ти ее для нек произвольного нат фикси n(k вытекает справ-ть T(n) для n(, тогда это теор T(n) справ-ва для всех нат чисел n(k
Простейшие св-ва нат ч:

1)(m,n(N(m≠n(m((n()

2)(m,n(N(m((n((m≠n)

3)(n(N n(n(
4)(n(N (n=1(n=m() т.е. всякое нат число, отличное от ед-цы, след за к-нибудь нат числом.

Операции над нат ч:

Опр: сложением во мн N наз такое отображ f мн-ва N2 во мн N, при котором каждой паре (a,b)(N2ставится в соотв нат число с(N называемое суммой a и b и обозначаемое a+b, что вып аксиомы сложения: 1) a+1=a(, 2) a+b(=(a+b)(
Т: Сложение нат чисел ( и ед-но.

Cв-ва опер «+»:

1) «+» - ассоц, т.е. (a,b,c(N (a+b)+c+a+(b+c)

2) «+» коммутат (a,b(N a+b=b+a

3) Ур-е вида a+x=b неразрешимо в N каково бы ни было а(N.

4) (a,b,c(N a+c=b+с (a=b, c+a=c+b (a=b (прав и лев з-ны сокращ)

5) (a,b(N a(a+b 

Д: Пусть М мн-во всех нат чисел, для кот данное св-во им место. Пусть неверно, что 1(M, т.е. (b(N, что 1=1+b ( 1=b+1 ( 1=b(, что противоречит первой аксиоме Пеано ( 1(M. (k(N предпол что к(M ((b(N k(k+b. Покажем что k((M. Допустим это не так. k((M ( (b1(N, k(= k(+b1 ( k(=b1+k( =(b1+k)(( k=b1+k ( k=k+b1 что противоречит предположению ( k((M Следовательно M=N ч.т.д.
6) (a,b(N им место одно и только одно из усл: (a=b) ((a=b+c1) ((b=a+c2) (c1, c2(N)

Опр: Умнож-ем во мн-ве нат чисел наз такое отображение f: N2(N, 

при кот каждой упорядоч паре (a,b)(N2 ставится в соотв нат число с(N называемое произведением чисел и обознач с=a(b, так что вып след операции: 1) a(1=a, 2) a(b(= a(b+a
Т: Умнож-е во мн-ве N ( и единственно

Св-ва умнож-я:

1) (a,b(N (ab=ba) коммут

Д: фиксир b, ведем индукцию по а. 1) а=1, тогда 1(b=b(1 л.ч.= 1(b=b=b(1=п.ч. 2) пусть утв справ для ( фиксир а(N, т.е. ab=ba, док, что оно буд справ и для а(, т.е. а(b=bа(. Л.ч.= а(b = ab+b= (по гипотезе) = bа+b= bа(=п.ч. 3) по ПМИ утв справ-во для взятого b и ( нат а

2) дистриб з-н умн-я относ слож (a,b,c(N ((a+b)c=ac+bc) и (c(a+b) =ca+cb)

3) ассоциат з-н (a,b,c(N (ab)c=a(bc)

4) (a,b,c(N ac=bc (a=b и ca=cb(a=b - прав и лев з-ны сокращения.

В N м-но ввести отнош строгого пор-ка, (т.е. транзитивное и антирефлексивное) по кот мн-во N оказ-ся линейно упорядоч, т.е. буд иметь место сравнимость любых неравных нат чисел

Опр: гов, что a(N больше b(N, если м-но найти такое n(N, что вып a=b+n. В этом случ также говорят, что b меньше а.

Сл: 1) (a(N а(>a 

2) (a(N\{1} a>1

3) если a=b и b>c то a>c, если a>b и b=с то a>c

Т: Отнош > во мн N есть отнош строгого порядка, причем мн N линейно упорядочено этим отнош-ем.

Сл: 1) (a,b(N имеет место одно и только одно из усл: (a=b)((a>b)((a<b)

2) отнош < в N есть отнош строгого лин-го пор-ка.

3) (a,b(N a(b ( (a=b)((a>b) и a(b ( (a=b)((a<b) т.о.в N введено отношение нестрогого порядка (рефлексивно, антисимметрично и транзитивно)

4) Если a(b (a(b) и b>c (b<c) то a>c (a<c)

Если a>b (a<b) и b(c (b(c) то a>c (a<c)

Св-ва отнош:

1) (a,b,c(N a>b(a+c>b+с – з-н монот-ти слож-я

Д: из усл a>b по опр-ю “>” ( (n(N, a=b+n, но тогда в силу однозначности сложения при (с(N a+c=(b+n)+с = b+(n+c) = b+(c+n) = (b+c)+n. Т.е. по опред “>” т.к. n(N a+c>b+c
2) (a,b,c(N a>b(ac>bc, a<b(ac<bc – з-н монот умнож
3) (a(N не сущ такого натур числа b, что a<b<a+1 – з-н дискретности

4) св-во архимедовости порядка в N. (a,b(N (n(N что выполн nb>a
5) Пр-п наименьшего числа: во всяком непустом подмн-ве М мн-ва N ( наим число т.е. (х0(М (х(М х0(х

Опр: непустое подмн-во М мн-ва N наз огранич сверху, если сущ такое нат число k, что (х(М справ-во x<k
6) Пр-п наибольшего числа: во всяком непустом огранич сверху подмн М мн-ва N сущ наибольший элем х0 т.е. (х(М х0(х

А6. Построение кольца целых чисел. Теор о делении с остатком.

Чтоб построить к-цо цел чисел введем

Опр: парой первой ступени будем называть ( эл-т мн-ва N2 (a,b) где a и b нат числа.

Две пары счит-ся равными т и т т, к у них равны соотв коор-ты: (a,b)=(c,d) (a=c ( b=d
Всякую пару вида (а,а) наз нулевой парой; a>b – (a,b) полож пара, a<b – (a,b) отриц пара; (b,a) противоп к (a,b) 

Определим на мн-ве пар первой ступени отнош (: (a,b) ( (c,d) ( a+d=b+с – это отнош эквив (рефл, симм, транз). Кроме того отнош ( облад и др св-ми: (a,b (N (a,a) ((b,b); (a,b,m (N (a+m,b+m) ((a,b).

Определим на мн-ве пар 1 ступени опер «+» и «(» сл.о: (a,b) + (c,d)= (a+c, b+d), (a,b) ( (c,d)= (ac+bd, ad+bc).

Рассм теперь мн-во всех пар 1 ступени. Введенное на этом мн-ве отнош эквив разбивает его на классы экв-ти К(={(| (((}. 

Рассм мн-во Z, для его элем введем опер «+» и «» К(+К(=К(+( К((К(=К(((, т.к вып св-во (((( ( ((((( (+((((+(( и (((((((, то опер введены корректно. М-но док что <Z,+,(>явл кольцом целых чисел

К(1,1)={(a,a)|a(N}=0 назовем нулем

К(a,b) полож класс, если К(b+n,b)=n, n=a-b
К(a,b) отриц класс, если К(a,a+k)=-k, -k=a-b. Т.е. К(a,b) изображ целое число (a-b)

Получим, что мн-во N вкл-ся в Z. Нат числа предст собой классы полож пар, класс пары (1,1) предст собой целое число 0, а классы отриц пар – отриц цел числа.

К-цо Z сохр смысл основных опер в N. Построенное к-цо явл минимальным.

На Z м-но задать отнош порядка (a,b(Z a<b ( b-a(N (отнош строгого лин пор-ка в Z) К-цо Z aссоц-коммут к-цо с единицей без делителей нуля.

Опр: разделить целое число а на целое число b(0 с остатком означ обеспечить вып-е 2-х условий: 1) предст а в виде а=bq+r (q, r(Z), 2) 0(r<|b|, при этом r наз остатком от деления а на b.

Т: каковы бы ни были целые числа а и b (b(0), всегда м-но и притом однозначно разделить с остатком а на b.

Д: Докажем возможность делени с ост.

1) a(0, b>0

1.1. a<b, a=b(0+a, 0(a<|b| оба усл вып
1.2. a=b b>0, a=b(1+0 оба усл вып
1.3. 0<b<a док-м с пом ПМИ: докажем что дел-е возм-но для a(b. 1) Из 1.2. следсправ-ть для а=b. 2) пусть утв справ для b(a(n. Допустим a=n+1. Т.к. утв справ для a=n то n можно предст n=dq+r, 0(r<|b|. Прибавим по 1: n+1=bq+1. Возможн случ a) r+1<b или б) r+1=b. r+1>b невозможен, т.к. r<b, r,b(Z (целое число если меньше другого целого, то не меньше чем на 1) 

а) r+1=bq+r1, 0(r1<b деление с остат произведено, б) r+1=b, n+1=bq+b=b(q+1)+0=bq1+0 0(0<b деление с ост произведено. Т.к. утв справ для a=b и из справ-ти его для b(a(n следует справ-ть для a=n+1, то оно справ для всех целых чисел, начиная с b. 1.3. док

2) a<0, b<0, т.е. –a>0 из п 1) возм разделить с ост (-а) на b: -a=bq+r, 0(r<|b|, |b|=b. Умножим обе части на -1: a=b(-q)-r.

2.1.r=0, то a=b(-q)+0, a=bq1+0, q1=-q 0(0<b

2.2. 0<r<b тогда a=b(-q)-r= b(-q)-b+b-r=b(-q-1)+(b-r), т.е. м-но представить a=bq1+r1, r<b (b-r>0, r>0(b-r<b (0(r1<b

3) a – любое, b<0 тогда –b>0, по п 1) и 2) возм дел с ост а на –b, т.е. a=-bq+r 0(r<|b| (|b|=|-b|) док-но.

Докажем ед-ть: пусть а, b(Z и пусть дел с ост вып не единст образом а=bq1+r1 и а=bq2+r2 0(r1<|b| и 0(r2<|b|. Докажем что r1=r2 и одновр q1=q2. bq1+r1=bq2+r2 ( bq1- bq2= r2- r1 ( b(q1-q2)= r2- r1 Т.к. b(0, дост док одно из рав-в q1=q2 или r2= r1. Запишем 0(r1<|b|. Извлечем из него часть r1<|b|. 0(r2<|b| (0(r2 (- r2(0. Сложим почленно 2 нерав-ва. r1- r2<|b|

0(r1<|b| (- r1(0, 0(r2<|b| ( r2<|b| Сложим почленно получим r2- r1<|b|. Среди чисел r1- r2 и r2- r1 по кр мере одно равно |r1- r2|, т.к. это противопол числа, значит |r1- r2|<b, |r2- r1|<b ( |b(q1-q2)| <|b|, |b||q1-q2|<|b|, b(0 (|b|>0 ( |q1-q2|<1. q1-q2(Z ( |q1-q2|(Z Но т.к. из целых чисел только у 0 модуль меньше 1, то q1-q2=0, q1=q2 ( r2= r1 доказано.

А7. Поле рац чисел. Упорядоченные поля. Система действит чисел. Построение системы действ чисел. 

Опр: Системой рац чисел наз такое миним поле которое содержит Z в кач-ве подкольца. 

Для построен поля рац чисел рассм мн-во Z(Z\{0}, на нем вводится отношение эквивалентности, оно порождает разбиение мн-ва на классы. Рассматривают фактор-множество мн-ва Z(Z\{0} по отношению эквивалентности, кот и называют Q. В Q определяют опер + и (, такие как в кольце целых чисел. Затем док-ся что тройка <Q,+,(> поле. Во мн Q считают: (a/b(Q) a/b>0, если ab>0 (в Z), a/b<0, если ab<0 (в Z)

Для х,у(Q: x<y(x-y<0, причем < - отношение строгого порядка в Q.

Опр: упорядоченным полем наз алгебраич сист вида (P, +, (, <(, где 1) (P, +, (( - поле, 2) < - линейный строгий порядок в Р, 3) операции поля согласованы с порядком, т.е. (a, b, c (P a<b(a+c<b+с (монотон сложения) и (a, b(P, ( c (P, c>0 a<b(ac<bс (монотонность умнож)

Опр: пусть (P, +, (, <( - упоряд поле. Сечением наз всякая пара (А, В) подмножеств мн-ва Р (т.е. А(Р и В(Р), для кот вып усл: 1) А(( и В((, 2) А(В=(, 3) А(В=Р, 4) (а(А, (b(B, a<b
Опр: гов, что сечение (А, В) имеет рубеж, если во мн-ве А есть наиб элемент или во мн-ве В наим. Названный элем наз рубежом сечения.

Опр: упоряд поле наз непрер, если в нем всякое сечение имеет рубеж.

Опр: полем действит чисел наз непрер поле, имеющее подполем поле рац чис.

Опишем идею постр поля действит чисел. Рассм сечен-я поля рац чисел. Сеч 1 и 2 типа (т.е. если х(Q, то А={a|a(x}, B={b|b>x} – сеч 1 типа, А={a|a<x}, B={b|b(x} – сеч 2 типа) назовем рац числами (на стыке мн-в А и В нах-ся рац числа). Сеч-я 3 типа (такие, что в А нет наибольш эл-та, а в В нет наименьш) - иррац числами. Мн-ва рац и иррац чисел объединяем и обозначаем букв R. Договоримся: 

1) 2 рац числа считать равными, если они равны в смысле Q (т.е. рубежи сечений одинаковы), 

2) никакое рац число не равно иррац, 

3) 2 иррац числа (=(А, В) и (=(А(, В) будем считать равными, т.е. (=( ( А= А(, 

4) положит-ми рац числами в R будем считать полож рац числа в Q. Отриц-ми – отриц-е, 

5) иррац число (=(А, В) будем считать полож, если рац число 0 нах-ся во мн-ве А. (=(А, В) отриц иррац число, если 0 в В.

Замеч:((,((R вып св-во: если (=(А, В), (=(А(, В(), то А= А( ((=(, но в обратную сторону импликация места не имеет.

Определим в R опер + и( след обр: пусть х=(А,В), у=(C,D), x, y (R. Построим мн Е кот сост из всех тех рац чисел, кот представлены 

хотя бы одним способом в виде а+с, а(А, с(С. Итак Е={a+c|а(А, с(С }. F=Q\E. Пок-м что пара (E,F) явл сечением в Q: 0) E, F(Q; 1) A((, C(( ( (a(А, ( с(С ((a+c(E (E((.

Покажем что мн F((. B ((, D(( ((b(B, ( d(D. По опред сеч: (а(А, a<b и (с(С, с<d (a+c<b+d ( b+d ( a+c. Т.е. b+d нельзя представить в виде a+c, значит b+d(Е, ( b+d (F ( F((; 2) F(E((; 3) F(E=Q; 4) (e(E, (f(F E(F(( ( E(F ( e(f. Допустим f<e: e(E ( e=a+с (где а(А, с(С) ( f< a+c( f-a< c,т.к.f-a=y, то y<c (с(С) ( y(С.

Получаем f-a=y ( f=a+y (а(А, с(С) ( f(E – противоречие.

Вывод: (e(E, (f(F e<f. Итак пара (E,F) – сечение в Q.

Опр.: Построенное сечение (E,F) называется суммой чисел x и y.

Опред. “(”:Сначала для положительных действительных чисел x=(A,B), y=(C,D), x,y(R, x>0, y>0.

Постр. мн-ва E:

E={t|t(0 ( (t=a(c ( а(А ( с(С ( a>0 ( c>0)}

F=Q\E, (E,F) – сечение в Q (док-во по определению сечения).

Опр.: Сечение (E,F) назовём произведением чисел x и y. Отметим, что если x=(A,B) – полож., то –x= -(A,B) - отриц.

Модуль:
[image: image21.wmf]ï

î

ï

í

ì

<

-

>

=

=

0

,

0

,

)

0

(

,

0

|

|

x

x

x

x

x

если

x


Определим произведение двух действительных чисел, среди которых есть хотя бы одно отрицательный или равное нулю:
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Можно доказать, что тройка <R,+,(> является полем, где R – мн-во действительных чисел.
А8. Простые числа. Разложение целых чисел на простые множители. Делители целого числа. Бесконечность множества простых чисел. Решето Эратосфна. Наибольший общий делитель. Взаимно простые числа. Наименьшее общее кратное.

Опр: натуральное число Р, большее 1, наз простым, если оно не имеет нат делителей, отличных от 1 и Р. Всякое нат число, отличное от 1 и не являющ простым, наз составным. 

Т.о. все нат числа м-но разбить на 3 класса: класс составных чисел, класс прост чисел, класс числа 1, кот не явл ни прост ни сост.

Т: всяк нат число, большее 1, либо простое, либо м/б представлено в виде произвед простых чисел, причем это представление ед-но с точностью до порядка сомнож-й. 

Опр: пусть есть нат число n>1, пусть в его представлении в виде произв простых сомнож-й р1 встречается (1 раз, р2 встречается (2 раз, …, рm встречается (m раз, тогда n= р1(1(р2(2 (…( рm(m (*). Если располож числа р1, …, рm в пор возраст, то (*) наз канонич представл числа n. Если разрешить степеням (i принимать и значение 0, то такое представл наз обобщенно-канонич

Канон разложение отриц целого числа n<-1 аналогично (*).

Т: мн-во простых чисел бесконечно

Д: допуст мн-во прост чис конечно: р1, р2,…, рn – все простые числа. Построим новое число М= р1(р2( …(рn ( 1=М-(р1(р2( …(рn). М(N, M>1 ( ( pi (простое чис), что М делится на pi. получили, что р1(р2( …(рn делится на pi и М делится на pi значит и 1 делится на pi, противоречие, допущ неверно, мн прост чисел бескон. 

Опр: если для a, b (Z ( хотя бы одно целое число с(Z, такое что а=bc, то говорят, что а делится на b, или что b – делитель а, а – делимое. Если же такого числа с в Z нет, то говорят, что а не делится на b. 

Опр: если для целых чисел а и b (b(0) можно получить представление a=bq+r, q,r(Z, 0(r(|b|, а – делимое, b – делитель, q – полное или неполное частное.

Если r=0, то а делится на b нацело.

Cв-во канон разложения: если n имеет обобщ канон разлож (*), то любой нат дел-ль числа n имеет вид q= р1(1(р2(2 (…( рn(n, где 0((i((i
Сущ  удобный способ выделения простых чисел в данн отрезке натур ряда – решето Эратосфена. Пусть дан отрезок нат ряда 1, 2, …, n. Треб-ся выделить в нем все простые числа, ост-е зачеркнуть. Число 1 зачеркнем, т.к. оно ( прост числам, число 2 простое – выделяем его, а все числа кратные 2 зачеркиваем как сост-е. Число 3 – простое - выделяем, а числа кратные 3 зачеркиваем и т.д. Встретив в проц рассужд прост число р из данного отрезка, для кот р2>n рассуждение м-но закончить. В этом случ все незачеркнутые числа простые.

Опр: НОД целых чисел а и b наз такой их ОД (всякое цел число, на кот делится каждое из этих чисел), который делится на всякий их ОД. Обозн НОД(a,b), (a,b)

Алг Евклида: 

Примен к двум ненулевым числам a, b (Z: 

a=bq1+r1

b=r1q2+r2  …

rn-2=rn-1qn+rn 

rn-1=rnqn+1+0

тогда rn= НОД(a,b)

Опр: 2 цел числа наз взаимно простыми если их НОД=1

Опр: НОК 2-х целых чисел а и b назыв всякое их ОК (всяк целое число, делящееся на кажд из этих чисел), на которое делится каждое их ОК. Обозн НОК(а, b) или [a,b].

Т: пусть обобщ канон разлож-я натур чисел а и b имеют вид: 

а= р1(1( …( рn(n, b= р1(1( …( рn(n ((1,…, (n, (1,…, (n (N)

НОД(а, b)= р1(1( …( рn(n, где (i=min{(i, (i}

НОК(а, b)= р1(1( …( рn(n,где (j=max{(j, (j}

Опр: НОД целых чисел а1, …, аn (n(2) наз всякий их ОД, кот делится на люб их ОД. НОД(а1, …, аn)

Опр: НОК целых чисел а1, …, аn (n(2) наз всякое их ОК, на кот делится люб их ОК. НОК(а1, …, аn)

А9. Система компл чисел. Геом прадставление компл чисел. Извлечение корней из компл чисел.

Постр мн-ва компл чис осущ сл обр: 1) рассм мн-во пар (a,b), где а и b вещ. 2) в этом мн-ве ввод-ся опер + и ( сл.о.: (a,b)+(с,d)= (a+c,b+d), (a,b)((с,d)= (ac-bd, ad+bc). 

Рассм-е мн-во с введенными опер-ми образует поле. Это поле наз полем компл чисел.

Пара (a,0) отожд-ся с вещ числом а. Пара (0,1) обозн ч-з i и наз мнимой ед-й. Любую пару (a,b) м-но запис т.о. (a,b)= (a,0)+ (0,b)= (a,0)+ (0,1)( (b,0)=a+bi (a,b (R, i – мнимая ед: i2=-1)

Опр: компл числом буд называть всякое выр вида z=a+bi, где a,b (R i – мнимая ед: i2=-1, а – действит часть к.ч., b – мнимая часть.

1) z1=a1+b1i, z2=a2+b2i, z1= z2 ( a1= a2 ( b1= b2, 2) b=0 ( z=a (R, 3)а=0 ( z=bi – чисто мнимое компл число, 4) 
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Геом интерпрет компл чис: рассм пл-ть с ПДСК
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В компл анализе ось абсцисс наз действ осью, ось ордин 0 мнимой. 1) z=a+bi предст точкой с к-тами (a,b), 2) a+bi предст в-ром 
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Опр: модулем к.ч. z=a+bi наз 
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Опр: величина угла, на кот надо повернуть действит полож полуось до совпад с лучом Oz наз аргументом числа z и обозн Argz или (. Число 0 аргумента не имеет, все ост-е числа имеют беск много арг-в, любые 2 из них отлич-ся на 2(n, n(Z.

Т: 2 отличных от нуля к.ч. равны т и т т, к их модули равны, арг-ты отлич-ся на 2(n, n(Z.

Т: Всякое к.ч. z(0 представимо и притом ед образом в виде z=|z|(cos(+isin(), где (= Argz. (Argz=argz+2(n, argz([-(, (])

Опр: Компл число х наз корнем n-й степени из к.ч. z (n(N), если z=xn. Обозн 
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Если число z задано в тригон форме, то при n(N справ-ва ф-ла Муавра: [|z|((cos(+isin()]n= |z|n(cosn(+isinn(). (ф-ла Муавра верна и для целых отриц показателей)

Т: корень n-й степени, где n(N, из всякого (0 к.ч. z=|z|(cos(+isin() принимает ровно n разл значений, все они нах-ся по ф-ле: 
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Д: 1) док-м, что кажд из чисел, вычисл по ф-ле 
(*), явл корнем n-й степ из z. 
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Покажем что все числа tk разл. Допустим среди чисел tk есть 2 одинаков: tl=tm l(m, l, m({0, …, n-1} 
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сл-но т.к. tl=tm 
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 ( l=m. получ противное, знач среди чисел tk одинак нет, т.е. все разл.

Док-м, что других корней n-й степ из z не сущ. Пусть к.ч. х - корень n-й степ из z. x=((cos(+isin(), xn=(n(cosn(+isinn(), z=|z|(cos(+isin() ( (n=|z| ( 
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1) k({0,…, n-1}, x=tk, 2) k({0,…, n-1}, тогда поделим k на n: k=nq+r, q,r(Z, 0(r<n, т.е. r({0,…, n-1} 
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( x=tr. Сл-но других корней n-й степ из z не сущ.


10. Исследование систем лин уравнений методом последовательного исключения неизвестных.
Выражение 
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(1) aij(P i=1,…,m, j=1,…,n) наз сист m лин ур-й с n перем. Реш-ми сист (1) явл совок-ть чисел с1, …, сn, облад-х св-вами: если в сист (1) вместо неизв х1 подст с1,…, вместо неизв хn подст сn то каждое из ур-й сист обратится в тождество. Решить сист ур означ найти мн-во всех ее реш или док-ть что их нет. Если сист имеет реш, она наз совместной, если сист не имеет реш – несовместн. Если мн-во реш сист сост из 1 элем-та, то сист наз определенной, если она имеет беск много разл реш, то неопределенной.

Осн задачи исслед сист лин ур заключ в след: 1) выяснить, явл ли сист совместной или несовм; 2) если сист явл совм, то выяснить явл ли она опред-й; 3) если сист явл совм и опред, найти реш сист; 4) если сист явл совм и неопред-й, то описать мн-во решений этой системы.

 Две сист ( если кажд реш одн сист явл реш др сист и наоборот. 

Эквив-е преобр-я:

1) умнож-е к-либо ур-я сист на число отличный от нуля.

2) перест-ка ур в сист

3) прибавл к к-либо ур-ю с-мы ур-е этой же с-мы, умноженное на некот число.

4) если сист ур-й сод-т ур-е, все коэф кот и своб член =0, то отбросив это ур мы получ сист, эквив данной.

Док 1 св: 
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(1) умножим 1 ур на ( (((0) получ (*)
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 пусть (с1, …, сn) реш сист (1), тогда этот набор будет и реш кажд из ур-й сист (*) начиная со 2-го. Этот набор чисел явл и реш 1-го ур сист (*) 
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 Т.о. всякое реш сист (1) явл реш сист (*). Покажем, что всяк реш сист (*) явл реш сист (1). Действ, сист (1) м/б получена из (*) умнож-ем 1-го ур-я на число 1/(, отличное от нуля. Т.о. всяк реш сист (*) явл реш сист (1). (1) ( (*).

Метод Гаусса: Дана сист лин ур (1). Если в сист есть ур 0х1+ … +0хn =b, b(0, то сист несовм. Если такого ур нет, тогда вычеркнем из (1) все ур вида: 0х1+ … +0хn =0 получ сист, в кажд ур кот хотя бы 1 коэф отличен от 0. Пусть а11(0. первое ур оставл без измен. К каждому i-му (начиная со 2-го) ур-ю сист (1) прибавим 1-е ур, умноженное на (-аi1/a11) где i= 2,…, m, получ сист 
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 теперь предпол что 
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 теперь 2-е оставл без измен а к каждому i-му ур-ю сист начиная с 3-го прибавим 2-е умноженное на 
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 где i= 3,…, m, записываем полученную систему и т.д. Приходим к одному из вар-тов: 

1) появл ур 
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2) получ сист 
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 если k=n получ сист из n лин ур с n неизв. Из последнего выраж xn, из предпосл xn-1 и т.д. Сист явл опред-й и имеет ед реш. Если n>k то придавая неизв xk+1, …, xn (своб неизв) произвольные значения, выражаем через них х1, …, xk (базисные неизв). Система в этом случ явл неопред т.е. имеет беск много реш

3) k=m в этом случ исслед-е проводится как и в пункте 2.

Пр: 
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 первое перепишем, ко второму прибавим первое умноженное на -2 получим 
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А11. Арифметическое n-мерное векторное пространство. Линейная завис-сть и незав-ть системы в-ров. Эквивалентные сист в-ров. Базис конечной сист в-ров. Ранг конечной сист в-ров.

Опр.: Пусть P – поле, n(N. Рассмотрим Pn. Элементами Pn явл. n-местные кортежи 
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, где х1, …, xn(P. Два кортежа из Pn назовем равными, если равны их соотв корд-ты. Определим 2 опер: (
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, т.е. сложение и умножение в-ров на скаляр поля Р опред-ся покоорд-но.

Опр: <Pn, +, ((>, ((P, наз n-мерным векторным простр-вом над полем Р. Его векторы наз n-мерными арифм в-рами над полем Р.

R2 простр-во в-в плоскости, R3 вект пр-во геом-х в-ров 3-х-мерн вект пр-ва.

Опр: Пусть V вект пр-во над полем Р. Конечное мн-во в-в из V буд наз-ть конечной сист в-в из V. Рассм сист (S) из V: 
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 Всякий в-р вида 
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, (1,…, (k(P, наз лин комбинацией в-в сист (S).

Опр: лин комб наз тривиальной, если все коэф-ты в ней равны 0. В противн случ она наз нетривиальн.
Опр: сист в-в наз линейно независимой, если не сущ нетривиальной лин комб в-в этой сист, равной нулевому в-ру. 
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Опр: сист в-в явл лин завис, если сущ нетривиальная лин комб этих в-в, равная ноль-в-ру 
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Св-ва лин зав-ти:

1) С-ма, содерж-я 
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 лин независима, 2) если к-либо подсист сист лин зав, то и вся сист лин зав, 3) конечная сист в-в лин зав т и т т, к хотя бы один из в-ров линейно выр-ся ч-з предыдущ (т.е. явл лин комб)

4) пусть сист (1) 
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 лин незав, а сист (2) 
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 лин выр-ся ч-з 
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Д: т.к.(2) лин зав, то ( (1, …, (k, (, что |(1|+…+ |(k|+ |(|(0 ( 
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 Возм 2 случ: 1. (=0 ( (1) лин зав, что противореч усл; 2. ((0 ( 
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Опр: мн-во всех лин комбинаций в-в сист (S) наз линейной оболочкой сист (S). Обозн L(S)

5) Пусть 
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 лин выр-ся ч-з в-ры сист: 
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6) Т: (о лин зав-ти) Если m+1 век-в лин выр-ся ч-з к-либо m в-ров  то эти в-ры лин завис.

Сл1: Если 
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Сл2: Если 
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 и они линейно незав, то k(m.

Опр: пусть даны две конечн сист в-в (1) и (2). Сист (1) и (2) наз эквив, если кажд в-р сист (1) лин выр-ся ч-з в-ры сист (2) и наоборот.Обозн (1) ( (2)

Этим отношением введем на мн-ве всех конечных в-ров одного и того же пр-ва бинарное отнош.

Св-ва: 1) введенное бин-е отнош явл отнош-м эквив-ти; 2) две конечн сист в-в эквив т и т т, к совпад их линейные оболочки; 3) если 2 конечные сист в-в эквив и каждая из них лин независ, то они состоят из одинакового кол-ва в-ров.

Опр: базисом конечн сист в-ров назыв всякая ее непустая лин незав-я подсист, эквив самой сист.

Т: Всякая конечная сист в-ров в кот ест хотя бы один не 
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 облад базисом.

Т: 2 базиса одной и той же конечн сист в-в сост из одинакового числа в-ров.

Опр: Рангом конечной ситемы в-в наз число в-в в к-либо ее базисе, обозн rang(S)=r. Очевидно, что ранг пустой с-мы в-в а также с-мы 
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 в-в равен 0.

Св-ва рангов:

1) если кажд в-р сист (1) лин выр-ся ч-з в-ры сист(2), то rang(1) ≤ rang(2)

Сл: ранг подсистемы конечн с-мы в-в не превосходит ранга всей с-мы

Сл: эквив с-мы в-в имеют одинаков ранги.

Д: (1) (L(2) ( rang(1) ≤ rang(2); (2) (L(1) ( rang(2) ≤ rang(1). Из этих двух усл ( rang(1) = rang(2)

2) если ранг конечн сист в-в равен r, то ( ее подс-ма, состоящая из k в-в при k>r буд лин зав

3) (1) 
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4) если ранг конечн сист в-ровравен r>0, то ( r лин незав-х в-ров системы будут образовывать ее базис.

А12. Понятие ранга матрицы. Критерий совместности системы лин ур-й. Связь м-ду решениями неоднородной сист и ассоциированной с ней однородной сист.

Многие з-чи приводят к проблеме реш-я сист лин ур-й вида : 
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(1), где коэф-ты этой сист aij (i=1, 2, …, m; j=1, 2, …, n; m,n(N) и своб члены bi принадлежат ( полю Р=<P, +, (> Это поле наз полем коэф-в сист(1) и именно в Pn след искать реш этой сист. При иссл сист лин ур-й важную роль играет понятие ранга для прямоуг-х таблиц (матриц) вида 
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 и 
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 составленных из коэф-в и своб членов сист (1). Эти табл наз м-цей и расширенной м-цей этой сист.

Опр: рангом м-цы наз-ся ранг с-мы в-ров строк (или ранг с-мы в-в столбцов) (ранг системы в-ров - это число в-ров в базисе этой с-мы в-ров)

Для нах-я ранга м-цы, с пом цепочки элем-х преобр-й приводят ее к ступ виду. Ранг исх м-цы = числу строк в получ ступенч м-це.

Т: (Кронекера-Капелли) сист лин ур (1) совместна т и т т, к ранг ее м-цы и ранг ее расширенной м-цы совпад, причем в случае совместности эта сист имеет единств реш т и т т, к ранг ее м-цы равен числу неизв-х n, в противн случ реш-й у этой сист буд б/много.

Д: рассм расшир м-цу с-мы лин ур (1) и элем-ми преобр-ми приведем ее к ступ-му виду. И пусть последняя ненул-я строка в этой м-це это ур-е 
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 (2) Возм 2 случая: 1) все коэф 
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 отличен от 0, знач сист несовм, и это им место т и т т, к ранг соотв ступенч м-цы и ступ расшир м-цы не совп (а они равны рангу м-цы сист (1) и рангу ее расш м-цы); 2) хотя бы один из коэф 
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 ненулевой, а значит соотв ранги совпали и тогда если крайний слева ненулевой коэф-т – это 
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 то придавая любые значения переменным xs+1, …, xn, мы из ур-я (2) найдем xs а затем используя вышестоящие ур-я, и все ост-е неизв, не исключено что и нек-м из ост-х м-но будет придать произвольн знач. Т.о. реш (в случ совм-ти сист) будет только одно, если из последнего ур-я однозначно ищется xn, по его знач-ю из предпосл-го ур-я ступенч сист ищется однозначно xn-1 и т.д. А это возм, только если ранг м-цы с-мы совпад с рангом расшир м-цы сист и равен числу n неизв-х этой с-мы. Ч.т.д.

М-ду мн-вом реш-й сист (1) (в случ ее совм-ти) и мн-вом реш-й с-мы, получ-ся из нее заменой всех своб-х членов bi на ноль поля коэф-в Р (тем самым из (1) получ-ся однородная сист, ассоциированная с сист (1), или приведенная сист), имеет место опред связь:

Т: Мн-во всех реш-й сист (1) (в случ ее совм-ти) м-но получить, складывая ее любое конкретное реш-е со всяким реш-ем ассоциированной с ней однородной сист.



А13. Операции над многочленами. Делители. НОД.

Опр.: Пусть P - числовое поле. Многочленом поля P назыв выр-е вида a0xn+a1xn-1+…+an-1x+ an, где a0,…, an – элементы поля P, x – некот символ. akxk – член мн-на, если n(0, то мы имеем дело с многочленом степени n, n – степень многочлена. Конст (0 считается мн-ом 0-ой степени. 2 мн-на наз равными, если у них коэф-ты при одинак степенях совпад.

Опр.: Пусть P(x)= anxn+an-1xn-1+…+a0 и Q(x)= amxm+am-1xm-1+…+a0. Пусть n(m, тогда 1)n=m суммой этих мн-ов наз мн-н R(x)= cnxn+cn-1xn-1+…+c0, ci=ai+bi, i=0,..,n. 2)n>m суммой этих мн-ов наз мн-н степ n R(x)= cnxn+cn-1xn-1+…+c0, ci=ai+bi, i=0,..,m; cm+1=am+1,…, cn=an.

Св-ва опер слож-я:

1)P(x)+Q(x)=Q(x)+P(x) коммут; 2) (P(x)+Q(x))+R(x)= P(x)+(Q(x)+R(x)) ассоц; 3)0 – нулев мн-н, P(x)+0=P(x);

Для любых мн-ов P(x) и Q(x) (! мн-н R(x) такой что P(x)=Q(x)+R(x), R(x) – разность мн-ов P(x) и Q(x).

Опр.: Пусть P(x)= a0xn+a1xn-1+…+an и Q(x)= b0xm+b1xm-1+…+bm. Если хотя бы один из них есть 0 – мн-н, то их произвед = 0. Предположим, что a0(0 и b0(0. Произведением этих мн-ов наз мн-н R(x) степени n+m, коэф-ты которого определяются 
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, причём если у какого-либо из сомнож-й коэф с нужным индексом отсутствует, то он замен-ся 0.

Пр.: P(x)=3x2+5x+6, Q(x)=2x+3. Найти коэф мн-на, явл-ся произ-ем данных мн-ов.

Решение: a0=3, a1=5, a2=6, b0=2, b1=3

k=0, c0=a0b0=6;

k=1, c1=a0b1+a1b0=19;

k=2, c2=a0b2+ a1b1+ a2b0=27;

k=3, c3=a0b3+ a1b2+ a2b1+ a3b0=18;

Сл.: Если ни один мн-н не явл 0-мн-ом, то степень произв-я = сумме степеней соможителей.

Св-ва: 1)P(x)Q(x)=Q(x)P(x) коммут; 2) (P(x)Q(x))R(x)= P(x)(Q(x)R(x)) ассоц; 3) P(x)(Q(x)+R(x))= P(x)Q(x)+P(x)R(x) дистриб; 4) P(x)Q(x)=1 вып т и т т, к P(x) и Q(x) мн-ны нулевой степени.

Опр.: Пусть имеются два многочлена P(x) и Q(x). Говорят, что мн-н P(x) делится на мн-н Q(x) (Q(x) делит), если ( такой мн-н R(x), для которого вып P(x)=Q(x)R(x). При этом предполагается, что Q(x) не явл нулевым мн-ом.

Св-ва делимости:

1) const делит ( мн-н; 2) если P1(x)
[image: image92.wmf]M

Q(x) и P2(x)
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Q(x), то мн-н Q(x) делит сумму и разность мн-ов P1(x) и P2(x); 3) если P(x) 0-мн-н, то его делит ( другой мн-н, не равный 0; 4) если мн-н Q(x) делит мн-н P(x) и R(x) – произвольный мн-н, то Q(x) будет также делить и произвед P(x)R(x); 5) если мн-н Q(x) делит мн-н P(x) и С – мн-н нул степ, С(0, то мн-н СQ(x) также будет делить P(x); 6) пусть P(x) не явл 0-мн-ном, мн-н Q(x) делит мн-н P(x), тогда степень Q(x) не больше чем степень P(x)

Д: Q(x) делит мн-н P(x) – это означ P(x)=Q(x)R(x), P(x) не 0-мн-н, сл-но

 R(x) не м/б 0-мн-ном. Пусть n – степ мн-на P(x), m – степ Q(x), k – степ R(x), из определения умн-я мн-нов след, что n=m+k, n, m, k(Z+, ( n(m.

Т: пусть имеются 2 мн-на P(x) и Q(x). Q(x) не явл 0-мн-ном. Тогда ( мн-ны J(x) и R(x), где R(x) или 0-мн-н или его степень меньше степ Q(x), такие что P(x)= Q(x)J(x)+R(x), мн-ны J(x) и R(x) единств. J(x) частное от деления мн-на P(x) на мн-н Q(x), R(x) – остаток от дел-я мн-нов.

Опр: ОД 2-х мн-нов f(x), g(x) наз мн-н, который делит f(x) и g(x). 

Если один из мн-нов 0, то их ОД будет любой дел-ль др-го мн-на, если оба мн-на нулевые, то их ОД будет любой ненул мн-н.

Опр: 2 мн-на наз взаимно прост, если они не имеют других ОД, кроме мн-на нул степ.

Опр: НОД 2-х мн-нов наз такой их ОД, кот делится на любой их ОД.

Для отыскания НОД 2-х мн-нов служит алгоритм Евклида: 

f(x) и g(x) – два ненул мн-на, ( такие мн-ны q1(x) и r1(x), что вып f(x)=g(x)q1(x)+r1(x), где r1(x) или 0-мн-н, или мн-н, степ которого меньше степени g(x). Если r1(x) – нулев мн-н, то g(x)=НОД мн-нов f(x) и g(x). Пусть r1(x) – ненулев мн-н, тогда запишем g(x)=r1(x)q2(x)+r2(x), где r2(x) или 0-мн-н, или мн-н, степ кот меньше степ r1(x). Если r2(x) ненулев мн-н, то r1(x)=r2(x)q3(x)+r3(x) и т.д. В конце получим 

rk-2(x)=rk-1(x)qk(x)+rk(x)

rk-1(x)=rk(x)qk+1(x). Поскольку степень уменьш-ся, мы в конце получ 0-мн-н. Из последнего соотнош видно что rk(x) делит rk-1(x), из предпосл rk-2(x) делится на rk(x), …, r1(x) делится на rk(x), g(x) делится на rk(x), f(x) делится на rk(x). Пусть ((х) – ОД мн-нов f(x) и g(x). Из первого соотнош след, что r1(x) делится на ((х), и т.д. сл-но и rk(x) делится на ((х). Получили что rk(x) делится на ( ОД мн-нов f(x) и g(x), по опр rk(x) – НОД f(x) и g(x), итак НОД – это последний отличный от нуля остаток.

Пр: f(x)=х4+х3-3х2-4х-1, g(x)= х3+х2-х-1. Найти их НОД.

Реш: q1(x)=х, r1(x)=-2х2-3х-1,

q2(x)=-1/2х+1/4, r2(x)=-3/4х-3/4,

q3(x)=8/3х+4/5, r3(x)=0, т.о. НОД(f(x),g(x))= -3/4х-3/4 или НОД=х+1.

Т: пусть f(x) и g(x) мн-ны степ больше 1, d(x) – НОД этих мн-нов, тогда ( мн-ны u(x) и v(x), что d(x)= f(x)u(x)+g(x)v(x), причем u(x) и v(x) м-но подобрать т.о., чтобы степень v(x) ( степ g(x), степ u(x) ( степ f(x).

Опр: НОД системы мн-нов наз такой их ОД, кот дел-ся на все их ОД.
А14. Корни многочленов. Основная теорема алгебры. Следствия из осн теор.

Опр: пусть f(x) = a0xn + a1xn-1+ … +an – мн-н над числ полем Р. Элем с назыв корнем мн-на f(x) если f(с)=a0сn+a1сn-1+ … +an=0, с(Р

Если буд вып-ть деление мн-на f(x) на мн-н (х-с) то справ теор Безу:

Т: Пусть f(x) – произв мн-н с коэф из Р, а(Р, а – корень f(x) т и т т, к когда f(x) делится на (х-а)

Т: (осн теор алгебры) пусть C – поле компл чисел. Любой многочлен поля C ненулевой степени имеет хотя бы один комплексный корень.

Д: Рассм ( мн-н p(z)=cnzn+cn-1zn-1 +…+c0. Допуст противное что p(z)(0 ни при каком z. Рассм ф-ю f(z)=1/p(z). Т.к. p(z) аналитич и нигде (0, то f(z) аналитич на C 
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 найдем пределы числ-ля (0) и зн-ля (cn) тогда предел всего равен 0. А это означ, что ((=1 найдется такое М, что как только |z|>M ( |f(z)|(1 Мы получ круг Е: {|z|<M}, как ограниченное и замкнут мн-во явл компактом. И на этом компакте рассм ф-ю W=|f(z)| - непрер от компл перем. Компл пл-ть имеет евклидову метрику, сл-но по теор Вей-сса наша ф-я ограничена в круге |f(z)|(k. Ф-я огранич на всей пл-ти: внутри круга |f(z)|(k, снаружи круга |f(z)|(1. Ф-я огр-на на всей пл-ти, значит она по Лиувиллю константа. 1/p(z) = const, тогда p(z) мн-н нулевой степ, т.е. const, а это противоречит условию (мы брали ненулевой), значит допущение неверно, мн-н обращ в 0, т.е. (z: f(z)

Сл1: всякий мн-н из кольца C[x] нат степени n имеет в С ровно n корней с учетом их кратности.

Сл2: пусть f(x) = a0xn + a1xn-1+ … +an – мн-н из C[x], n(N, n(2, a0(0 и пусть корнями мн-на с учетом их кратностей явл числа х1, …, xn. Тогда a1/a0 = (-1)1(x1 + … + xn), a2/a0 =(-1)2(x1x1 + +x1x2 + x1x3 + … + x2xn + … + xn-1xn), …, a2/a0 =(-1)nx12…xn.

Сл3: Мн-н f(x) нат степени делится на мн-н q(x) нат степени т и т т, к всякий корень мн-на q(x) кратности k явл корнем мн-на f(x) кратности не меньше чем k.


А15. Сопряженность мнимых корней полинома с действит коэф-ми. Неприводимые над полем действ чисел полиномы. Ур-е 3 степени. Исследование ур-я 3 степени с действ коэф-ми. Ур-е 4 степени.

Т: Если х0 k-кратный корень мн-на f(x) с действит коэф-ми (degf(x)(N) то мн-н f(x) имеет своим k-кратным корнем число 
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Д: 1) пусть х0 k-кратный корень мн-на нат степ f(x) из R[x] и х0(R, тогда 
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 k-кратный корень f(x), теор док-на.

2) пусть х0 k-кратный корень мн-на f(x) = anxn + … + a0 из R[x], an(0, n(N, х0(R. Это означ что 
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 корень мн-на f(x). По усл f(x0)=0 ( 
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 корень мн-на f(x).

Опр: пусть f(x) мн-н степ кот (1 с коэф-ми из поля Р. Мн-н f(x) наз приводимым поля Р, если ( мн-ны ((х) и ((х) с коэф-ми из поля Р, степень кажд из кот (1 и такие что f(x)= ((х)((х). Если таких мн-нов с указ-ми св-вами не сущ, то мн-н f(x) наз неприводимым поля Р.

Пр1: х2-5х+6=(х-2)(х-3) – приводим над полем рац чисел, х3-1 = (х-1)(х2+х+1) – приводим над полем Q, х4+1=(х2+1-х(2)(х2+1+х(2) приводим над полем вида a+b(2.

Пр2: док-м что в поле Q f(x)=x2-2 неприводим. ((х)=ax+b, ((х)=cx+d – мв-ны 1 степ, f(x) – мн-н 2 степ. Произвед ((х)((х)= (ax+b)(cx+d) = ac(x2+(d/c+b/a)x+d/c(b/a) ac=1, d/c+b/a=0, d/c(b/a=-2, (b/a)2=2 не сущ рац числа, квадрат кот =2, знач мн-н над полем рац чисел не приводим. f(x) явл приводимым над полем действ чис.

Св-ва непривод мн-нов: 1) если f(x) неприводим над полем Р, то и сf(x) также неприводим; 2) если мн-ны f1(x) и f2(x) неприв над полем Р, и f1(x) делится на f2(x), то они могут отл-ся др от др только на const; 3) пусть ( мн-н степ (1, g(x) – неприв мн-н, тогда или f(x) делится на g(x) или f(x) и g(x) вз просты; 4) если мн-ны f1(x), …, fk(x) не делятся на непривод-й мн-н g(x) то их произвед также не будет делиться на g(x); 5) если произвед ((х)((х) делится на неприв мн-н f(x) то по кр мере 1 из сомнож-й делится на мн-н f(x).

Опр: неприводимый мн-н наз нормированным, если его старший коэф =1.

Общее ур 3 степ им вид: a0x3+ax2+bx+c=0 a0(0, пусть a0=1 тогда наше ур x3+ax2+bx+c=0. Сделаем подст-ку х=у-а/3. Получим y3+py+q=0, где p=b-1/3a2, q=2/27a2- ab/3+c. Будем искать реш ур-я в виде y= u+v. Подставим это знач в ур: (u+v)3+p(u+v) +q=0, u3+v3+(u+v)(3uv+p)+q=0. 

Предп, что u и v связ соотн (*) uv=-p/3 и u3+v3+q=0. Перепишем: 
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 соотв кв ур, корнями кот будут u3 и v3 z2+qz-p3/27=0, ( 
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 - ф-ла Кордано. Имеем сумму 2-х кубич корней ( кажд из них имеет 3 знач, при выборе кот необх учитывать соотн (*). Пусть u0 одно из значений u. ( - одно из знач корня кубич из  1. 1=cos0+isin0, 
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1/(1=(2. Основные значения корня кубич м/б получены u1=u0(1, v1=-p/3u1=- p/3u0(1=v0(2. Получили 3 реш-я куб ур-я: y0=u0+v0, y1=u0(1+v0(2, y2=u0(2+v0(1 

Число (=q/4+p3/27 наз дискриминантом куб ур-я.

Исследуем: 

(=0, то ур имеет 3 вещ корня из кот 2 равных

(>0, то ур имеет 1 вещ корень и 2 чисто мнимых

(<0, то 3 компл корня.

Ур 4 степ x4+ax3+bx2+cx+d=0

Дополним левую часть до полного кв-та и прибавив к обеим частям выр-е 
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, где А, В, С – величины, зависящие от коэф ур-я и от у. Если В2-4АС=0, то 
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, где В2-4АС явл мн-ном 3-й степени.

А16. Симметрические мн-ны. Результант. Исключение неизвестного. Дискриминант.

Пусть f(x1, …, xn) – мн-н c n неизв. Этот мн-н назыв симметрическим, если он обладает след св-вами: какова бы ни была подстановка 
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 вып-ся 
f(x1, …, xn)=f(
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Симметрич мн-н обладает замечат св-вом: если в нем встречается (*) 
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, то обязат встретится след член 
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f(x1, …, xi, …, xj,…, xn)= f(x1, .., xj, .., xi,…, xn)

При такой подстановке член (*) перейдет в (**). Из опред рав-ва двух мн-нов с n неизв, мы получаем, что в мн-не f(x1,…, xn) обязат найдется член (**).

Старший член симметрич мн-на имеет след вид 
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Предположим, что это не так, а именно, что при i>j ki<kj  Имеем член 
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. По св-ву симметрич мн-нов, рассматрив мн-н д. содержать член 
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. По нашему условию ki<kj , что противоречит тому, что член 
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Основными симметрич мн-нами назыв симметрич мн-ны вида: 
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ТЕОРЕМА: Пусть f(x1, …, xn) – симметрич мн-н, тогда существ такой мн-н g от n неизв, что вып-ся f(x1, …, xn)=g(
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Д-во: Пусть 
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 - старший член рассм мн-на. По доказ ранее вып-ся соотнош 
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Если вместо 
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 подставить соотв значения, то мы получим мн-н с n неизв. По Т. о том, что старш член произвед = произ старших членов сомнож , получаем, что старш член будет равен 
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Т.о., можем записать, что 
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, где 
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 - его старший член ниже старшего члена 
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. Затем мы аналогичное рассуждение применим к мн-ну 
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. Продолжая этот процесс, мы получим некоторую посл-ть f1, g1, … Причем старший член предшеств члена послед выше старшего члена послед члена посл-ти. Эта посл-ть будет конечной. Ч.т.д.

Пусть 
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 - некот член мн-на, степенью этого мн-на назовем число k1+…+kn. Мн-н наз-ся однородным, если степени всех его членов м/у собой =. Всякий мн-н с n неизв можно представить в виде суммы однород мн-нов.

Пусть имеется f(x)=a0xn+a1xn-1+…+an. Обозначим ч/з х1,х2,…,хn корни рассм мн-на. Составим выражение 
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. Это выражение будем наз-ть дискриминантом мн-на f(x).

Если мн-н имеет два (или более) одинак корня, то D=0. Наоборот: если D=0, то данный мн-н имеет по-крайней мере 2 одинак корня. 

D мн-на является симметрич мн-ном от х1,х2,…,хn, поэтому D выр-ся ч/з основные симметрич ф-ции от корней мн-на, т.е. D в конечном итоге можно выразить ч/з коэффиц мн-на. В общем виде 
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Рассм задачу. Даны два мн-на x2+p1x+q1 и x2+p2x+q2. Какому условию д. удовл-ть p1, p2, q1, q2, при выполн кот эти кв трехчлены имеют равные корни.

Пусть х0 – общий корень. 
[image: image146.wmf]î

í

ì

-

=

+

-

=

+

2

0

2

2

0

1

0

1

2

0

q

x

p

x

q

x

p

x

. Неизвестные 
[image: image147.wmf]0

x

 и 
[image: image148.wmf]2

0

x

, Δ – определитель сист, Δ1 и Δ2  
[image: image149.wmf]D

D

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

D

Þ

D

D

=

D

D

=

1

2

2

2

0

1

2

0

x

,

x


Пусть х0 – общий корень рассм мн-нов, тогда
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 Рассм сист лин ур-ний 
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 Решением нашей системы явл 
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. Это решение ненулевое. Определитель системы =0.
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- м-ца Безу мн-нов f(x)=x2+p1x+q1 и h(x)=x2+p2x+q2. Если 2 мн-на имеют общий корень, то определитель м-цы Безу мн-нов f(x), h(x) наз-ся результантом этих мн-нов.

Пусть f(x)=a0xn+…+an, g(x)=b0xs+…+bs. В этом случае рассуждая аналогично получаем, что результант рассм мн-нов =
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Если мн-ны f(x), g(x) имеют общий корень, то результант этих мн-нов =0. Наоборот: если результант 2х мн-нов =0, то они имеют общий корень.

Рассм сист ур-ний
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, где а0(у), …, аn(y), b0(y), …, bn(y) – мн-ны. Найти решение этой системы.

Пусть (х0, у0) – решение рассм сист. Рассм мн-ны 
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. Число х0 – общий корень f1 и g1, поэтому результант этих мн-нов =0. Тогда, если рассм результант мн-нов f(x, y), g(x, y) как ф-цию от у, то у0 – корень.

1. Находим результант f(x, y), g(x, y)

2. Находим корни результанта.

Пусть корни y1,…,ym. Подставляя в f(x, y) вместо у у1 получаем f1(x), в g(x, y) вместо у у1 получаем g1(x). Находим корни этих мн-нов. Пусть x11,…,xk1 – корни мн-нов, тогда решением нашей сист явл числа (x11,y1), …, (xk1,y1). Аналогичным образом находятся остальные серии решений.

Общее число решений n*s.

А17. Рациональные корни целочисленных многочленов.

Пусть a0xn+a1xn-1+…+an (1) – мн-н с целыми коэф-ми. Пусть x=t/a0, тогда (1) приводится к виду tn+b1tn-1+…+bn (2). Если можно найти рац корни мн-на (2), то легко отыскать рац корни (1).

Т: Если мн-н (2) имеет рац корни, то эти корни м/б целыми числами.

Т: Если целое число а явл корнем мн-на (2), у которого bn(0, то bn делится на а.

Д: пусть а корень мн-на (2). Подставим а вместо х, получим аn+b1аn-1+ +…+bn=0, bn= -аn-b1аn-1-…-bn-1a = a(-an-1-b1аn-2-…-bn-1) ясно, что выр-е делится на а, ( bn делится на а. ч.т.д.

Итак, для отыскания целых корней мн-на (2) надо просмотреть целые делители его своб члена. Если мн-н (2) имеет целые корни, то они нах-ся среди делителей своб члена. Если ни один из делителей своб члена не явл корнем мн-на (2), то мн-н (2) рац корней не имеет, сл-но не будет иметь рац корней и мн-н (1).

Пр1: f(x)=3x3+2x2-1. Требуется определить, есть ли рац корни, если есть то найти.

Сделаем подстан-ку: x=t/3: f1(t)=1/9t3+2/9t2-1 ( f1(t)= t3+2t2-9. Делители своб члена: (1, (3, (9. Ни одно из этих чисел не явл корнем f1(t), сл-но исходный мн-н рац корней не имеет.

Пр2: f(x)=x3+3x-4. 

Делители своб члена: (1, (2, (4. Число 1 явл корнем мн-на, сл-но наш мн-н имеет единств рац корень х=1.

Т: Если число (=p/q (Q (p(Z, q(N, p и q взаимно просты) является корнем мн-на f(x)= anxn+an-1xn-1+…+a0 с целыми коэф-ми, то старший член an делится на знаменатель q, свободный член a0 делится на числитель р.

Т: число (=p/q (Q (p(Z, q(N, p и q взаимно просты) является корнем мн-на f(x)= anxn+an-1xn-1+…+a0 с рац-ми коэф-ми, то (m(Z f(m) делится на (p-qm).

� EMBED Equation.3  ���
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